n ESPACE PROBABILISE

Il Tribu

Comme vu en premiéere année dans le cadre des probabilités
finies, on appelle univers, noté en général Q, I'ensemble des
issues ou résultats ou réalisations d'une expérience aléatoire.

Commengons par rappeler quelques situations modéles
dans le cadre des univers finis : firage de p boules dans une
urne en confenant n, numérotées de 1 a n.

Exemple

E1- Tirages successifs, avec remise : Dans ce cas, |'ordre
est important, et il peut y avoir répétition. On peut
choisir comme modeéle de résultat un p-uplet (ou p-
liste) d'éléments de [1,n].

On pose Q =[1,n]”, et alors |Q| = nP.

Il s’agit aussi du nombre d’applications d'un en-
semble & p éléments vers un ensemble & n éléments
(& chaque tirage, on associe sa boule).

e2 — Tirages successifs, sans remise : Dans ce cas, |'ordre
est important, et il ne peut pas y avoir répéti-
fion. On peut choisir comme modéle de résultat
un p-uplet d’éléments deux & deux distincts (ou p-
arrangements) de [1, n].
On pose Q = o7, ([1,1]). et alors

0 p n!

= AP = - (n— )= ——

Q=A,=nn-1)---(n-p+1) T
(notation hors-programme).
II's’agit aussi du nombre d’injections d’un ensemble &
p éléments vers un ensemble & n éléments (0 chaque
firage, on associe sa boule).

£3 - Tirage simultané : Dans ce cas, I'ordre n’'est pas im-
portant, et il ne peut pas y avoir répétition. On peut
choisir comme modéle de résultat une partie & p élé-
ments de [1,n] (ou p-combinaison).
On pose Q=2 ([1,n]). et alors

n nn-1)---(n-p+1) n!
Q= = = .
p! pl(n—p)!

Rappelons également qu’une méme expérience peut don-
ner lieu a différents univers possible selon ce que |'on souhaite
observer (par exemple : carte d’une main vs couleur seulement
de la carte, ou bien résultat d’un dé vs parité de ce résultat,
etfc.)

C’est encore plus vrai pour des univers infinis : le cadre formel
que I'on va se donner prévoit que certaines parties de |I'univers
Q seulement soient « observables » (les événements), afin de dé-
finir une probabilité dans ce cadre plus général.

Remarque

R1- Conformément aux habitudes probabilistes, on note,
pour AcQ, A=Q\ A le complémentaire dans Q de
A. Cela n’a absolument rien & voir avec I'adhérence
topologique, donc.
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Probabilités

Définition 1 : Tribu

Soit Q un ensemble. On appelle tribu sur Q foute
partie « de 2(Q) telle que

0

(i) Stabilité par passage au complémentaire :
(iiiy Stabilité par réunion dénombrable :

Le couple (Q,«f) est appelé espace probabili-
sable, ef les éléments de «f ses événements.

Exemple
E4— 2(Q) est une tribu sur Q (dite discréte)
E5 - {2,Q} est une tribu sur Q (dite grossiére)

E6— Si A est une partie non vide de Q, distincte de Q, la
plus petite tribu sur Q contenant A est

Le vocabulaire vu en premiére année reste valable :
m Si Ae o/, A est|’événement contraire (qui est bien un évé-
nement).
m L'événement @ est appelé événement impossible.
m On dit que deux événements A et B sont incompatibles
lorsque AnB=a.

Ne pas confondre issue = résultat = réalisation avec événe-
ment!

D’apres le programme officiel, la manipulation de tribu n’est
pas un objectif du programme : elles servent de cadre théo-
rique mais, dans la pratique, on n’aftend pas nécessairement
de les préciser.

Propriété 1 : des tribus

Une tribu est stable par réunion finie, par intersec-
tion dénombrable, par intersection finie.
Ainsi dit, si «¢ est une fribu sur Q,

() Qe
(i) Si (An)nen €St une suite d’éléments de «,

(i) Si (An)ogng v €St Une famille finie d’éléments de
A,
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E Probabilité

Définition 2 : Probabilité

Soit (Q, <) un espace probabilisable. Une probabi-
lité sur (Q, «) est une application P définie sur « telle
que

() VAess PAE
(i) PQ) =

(i) o-additivité : Si (Ay)uen €St une suite d’événe-
ments deux A deux disjoints (incompatibles),

On dit alors que le triplet (Q,<7,P) est un espace
probabilisé.

Propriété 2 : d’une probabilité

Soit (Q,<f,IP) un espace probabilisé, A et B des
événements.

() Pw@)=

(i Si A et B sont deux événements incompatibles,
P(AuB) =
N

LI An

n=0

Plus genéralement, P

(i) Si Ac B, P(B\ A) =
conques, P(B\ A) =

(iv) P(AuB) =
(v) Croissance :si AcB,

Si A et B sont quel-

Remarque
R2 — Pour trois événements,
P(AuBUC) =

Et plus généralement, Formule de Poincaré
(HP) : pour toute famille (Aj,...,Ay) € 2", qui

peut se monfrer par récurrence par exemple,
ou, plus simplement, en remarquant que

n n
IP(UAi):l—IP ﬂE):l—E(ﬂnn I):..‘
i=1 i=1 =17
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Propriété 3 : Probabilité d’une réunion au plus dé-

nombrable

Si (Ap)ier est une famille au plus dénombrable
d’événements deux a deux incompatibles, alors

LlA;|=) PA).

iel iel

(P(A));e; €5t sommable et P

Définition 3 : Distribution de probabilités

Soit @ un ensemble. On appelle distribution de pro-
babilités sur Q toute famille d’éléments de R+ indexée
par Q et somme (finie) égale a 1.

On appelle support d'une telle distribution (py)
I'ensemble {we Q, py # 0}

Propriété 4 : Support au plus dénombrable

Le support d’une distribution de probabilités est
toujours au plus dénombrable.

weQ

Cas trés simple : univers fini

Si Q est fini, on prend généralement « = 2(Q), et la propriété

de o-additivité est équivalente & la propriété

Si A et B sont deux événements disjoints, alors
P(AuB) =P(A) +P(B).

Propriété 5 : Probabilité finie associée a une distribu-

tion

SiQ={wy,...,om}, P est enfiecrement définie par la
donnée d’une distribution de probabilités (pw; ), < j<m

felle que pour fout i € [1,m], P ({w;}) = pw,. Et. pour
toute partie A de Q,

PA) =

Les probabilités des evénements élémentaires déter-
minent donc P.

n Cas simple : univers dénombrable

Ici, on garde la propriété de o-additivité, que I'on ne peut

plus remplacer par la simple additivité.

Iciencore,iln’y apas d’obstacle & prendre la tribu « discrete »,

c’est-a-dire 22(Q). On obtient :

Propriété 6 : Probabilité discréte associée a une dis-

tribution

Soit Q un ensemble dénombrable. Pour toute dis-
tribution de probabilités (pw)weq. il €Xiste une unique
probabilité sur 2(Q) telle que

YweQ, P({w}) = pw
Cette probabilité vérifie

VAe 2 (), PA) =
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Donc, encore une fois, P est définie de maniére unique par
les probabilités des singletons. Pour un univers fini ou dénom-
brable, les tribus d’évenements n‘ont donc pas grand intérét.

H Cas moins simple : univers non dénom-
brable

Dans le cas ou I'univers est infini indénombrable c’est plus
compliqué : on peut montrer que pour un firage & pile ou face
infini non dénombrable, modélisé par 0,1} (non dénombrable
par argument diagonal de Cantor), la seule valeur possible
pour le probabilité d’un événement élémentaire est... 0.

Pourquoi ? Intuitivement, si la probabilité d’obtenir un pile est
p €10,1[, alors la probabilité d’obtenir n piles de suite de va étre
p" oo O Donc, il est Iégitime de penser que I'événement
«obtenir que des piles » a une probabilité nulle, par exemple.

C’est donc moins simple, on en peut pas se conten-
ter des événements élémentaires, mais complétement hors-

programme.

n Continuités croissante et décroissante

Propriété 7 : Continuité croissante

Soit (An) el Une suite croissante (pour I'inclusion)
d’événements :

VnelN, ApcAn+

Alors

Remarque

+00
R3— Confinuité car | A, est en quelque sorte la «limite »
n=0
de la suite croissante (An) el
k
Remarquons aussi que A = | An.
n=0

Corollaire 1 : Limite d’une probabilité d’'une réunion

Soit (An) nen Une suite quelconque d’événements,
alors

Propriété 8 : Continuité décroissante

Soit (An)new Une suite décroissante (pour I'inclu-
sion) d’événements :

VnelN, Api1cAy
Alors
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Corollaire 2 : Limite d’une probabilité d’une intersec-

tion

Soit (An) nen Une suite quelconque d’événements,
alors

Inégalité de Boole

Propriété 9 : Inégalité de Boole

Soit (An) nen Une suite quelconque d’événements.
Alors, dans [0, +oo],

Remarque
R4 — OuU, sila série & termes positifs ZIP(AH) diverge, on lira
+0o
la formule P| | Ay | < +o0o, ce qui ne dit rien.
n=0

Sila série converge et a une somme > 1, le résultat ne
dit rien non plus.

n Négligeabilité

n Evénements négligeables

Définition 4 : Evénement négligeable

On dit gu'un événement A est négligeable
lorsque P(A) = 0.

Remarque

R5 — L'événement impossible est négligeable.
Un événement négligeable n’est pas en général im-
possible.

Exemple

e7— Dans le jeu de Pile ou Face infini, I'événement «la
pieéce donne Pile un nombre fini de fois » est négli-
geable.

Propriété 10 : Réunion finie ou dénombrable

Une réunion (respectivement intersection) finie ou
dénombrable d’évéenements négligeables est negli-
geable.
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Propriété 11 : Partie d’'un événement négligeable

Si A et B sont deux événements tel que A< B, si B
est négligeable, A I’est.

n Evénements, propriétés presque sir-e-s

Définition 5 : Evénement presque sir

Un événement A est presque sir, ou presque cer-
tain, lorsque P(4) = 1, ce qui équivaut & dire que A est
négligeable.

Une propriété est dite presque sire lorsque |I'en-
semble des éléments de Q qui ont cette propriété est
un événement presque sar.

Propriété 12 : Réunion, intersection au plus dénom-

brable

Toute réunion (respectivement infersection) finie
ou dénombrable d’événements presque sars I’est en-
core.

m CONDITIONNEMENT ET INDEPENDANCE

Les notions vues en premiére année se généralise sans pro-
bleéme particulier.

n Conditionnement

Définition 6

Soit (Q,«/,P) un espace probabilis€, B un événe-
ment tel que P(B) > 0. Pour tout événement A€ o7, on
définit la probabilité conditionnelle de A sachant B
par

(Se lit en général « probabilité de A sachant B »)

Remarque

R6 — A N’y a toujours pas d’« événement conditionnel
A|B» (€lément de &) : ce n"est qu’une notation signi-
fiant qu‘on se place en observateur de I'événement
A sachant que I'événement B est déja réallisé.

Mais la notatfion Pp peut aussi étre trompeuse, car
c’estla méme que celle de la loi d’une variable aléa-
foire.

Propriété 13 : Probabilité... conditionnée

Pg:Acof —P(A|B) est une probabilité sur (Q,<f).

... et donc toutes les propriétés des probabilités, toutes les for-
mules qui vont suivre peuvent étre appliquées & des probabilités
conditionnelles.

Lorsque que plusieurs conditions s’enchainent, il suffit de les
intersecter : « P(A|B|C) » =P (A|IB) =P(AIBNC).
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E Probabilités composées

Propriété 14 : Formule des probabilités composées

Soitn>2, Ay,..., A, des evénements de I'espace
probabilisé fini (Q, «,1P) tels que P(Ajn---NAj;_1)>0.

Remarque

R7 - A nouveau, cela correspond & notre intuition : on réa-
lise Ay, puis A, sachant que A; I'est, puis Az sachant
que A; et A, le sont, etc. On se sert donc en géné-
ral de cetfte formule lorsque I'on a des événements
successifs, chronologiques.

Probabilités totales

Définition 7 : Systeme complet et quasi-complet

d’événements

Soit (Q,P) un espace probabilisé, I un ensemble
fini ou dénombrable. On dit que la famille (A;);er
d’événements est un systeme complet d’évene-
ments lorsque

On dit que la famille (A;);e; d’événements est un
systéme quasi-complet d’événements lorsque

Remarque

R8— Si on impose de plus les A; non vides, ce qui se fait
parfois, {A;};e; est une partition de Q.

R9 — Unsysteme complet d’événement est quasi-complet,
mais la réciproque est fausse.

Propriété 15 : Formule des probabilités totales

Si (Aj);e; OU I est fini ou dénombrable est un sys-
téme complet d’événements, alors pour tout événe-
ment B,

Si, de plus, pour tout i, P(A;) >0,

Si certains événements sont négligeables, alors les
Bn A; le seront aussi et il suffit de remplacer la somme
pour i€l parlasomme pourie]={iel, P(A;)>0}

PROBABILITES - PAGE 4 SUR 17


https://mpi.lecontedelisle.re

J. Larochette

Remarque

R10 - La formule des probabilités fotales est utile lorsque
I’on fait une expérience aléatoire en plusieurs étapes.
Elle permet de raisonner par disjonction de cas, sui-
vant le résultat de la premiere étape.

/\ ne pas confondre P(BnA;) et P(B | A;)!
Exercice 1: CCINP 101

Exercice 2: CCINP 107

n Formule de Bayes

Propriété 16 : Formule de Bayes

Si A,B sont des événements non négligeables,
alors

Si, de plus, A n’est pas négligeable,

Plus généralement, si (Aj)ier (I fini ou dénom-
brable) est un systéeme complet d’événements non
négligeables, on a

Remarque

R11 - Formule permettant de remonter le tfemps, appelée
aussi formule de probabilité des causes.

Exercice 3: CCINP 105

m EVENEMENTS INDEPENDANTS

n Couple d’événements indépendants

Définition 8 : Indépendance de deux événements

Deux événements A et B d’un espace probabilisé
(Q, «,IP) sont dits indépendants lorsque

On note A L B lorsque A et B sont indépendants.

VERSION DU 2 MARS 2024

Propriété 17 : Caractérisation par probabilités condi-

tionnelles

Deux événements A et B d’un espace probabi-
lisé (Q,«,IP) tels que P(B) > 0 sont indépendants si et
seulement si

Remarque

R12 — Cela fraduit bien notre intuition : que B soit réalisé ou
non, la probabilité de A ne change pas.

R13 — Bien sdr, si P(A) > 0, cela s’écrit aussi P(B | A) = P(B).

R14- A\ Ne pas confondre I'indépendance de deux
événements et le fait qu’ils soient incompatibles. Ces
notions s’excluent en général. En effet, si A et B sontin-
compatibles, AnB =2, donc IP(AnB) =0. Si A ef B sont

de probabilité non nulle, ils ne sont pas indépendants.
(Ce qui se comprend car A< B par exemple).

R15 — Contrairement & I'incompatibilité qui est une notion
ensembliste, I'indépendance est une notion probabi-
liste : elle dépend de la probabilité dont est muni Q.

R16 — |l n"est pas toujours facile de prédire si deux événe-
ments sont indépendants.

Naturellement, si deux événements sont indépendants, leurs
complémentaires le sont. Plus précisément :

Propriété 18 : Indépendance et complémentaire

Si deux événements A ef B d’un espace probabi-
lisé (Q,«/,1P) sont indépendants, alors

m A et B sont indépendants,

m A et B sont indépendants,

m A et B sont indépendants.

Remarque

R17 — Si A, B sonfindépendants et A, C aussi, on ne peut rien
dire en généralde Aet BnC etde Aet BuC.

Exercice 4

On lance deux dés équilibrés et I'on considére les évé-
nements A « le premier dé améne un nombre pair », B « le
second dé améne un nombre pair » et C « les deux dés
ameénent des nombres de méme parité ».

Montrer que A,B,C sont deux & deux indépendants
mais que A n’est indépendant nide BnC, nide BuC.

E Famille d’événements indépendants

Définition 9 : Evénements indépendants vs 2 & 2 indé-

pendants

Soit (A;);e; avec I fini ou dénombrable une famille

d’événements.

m les A; sont dit deux & deux indépendants
lorsque pour tout i # j, A; ef A; sont indépen-
dant, c’est-a-dire que P(4;n Aj) = P(A)P(A)).

m Les A; sont dit indépendants, lorsque

Remarque

R18— C’est une propriété trés forte : elle demande de
vérifier énormément condifions! En général, les es-
paces probabilisés sont construits pour avoir des évé-
nementsindépendants et on n’a donc pas a le vérifier
d la main.
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R19 — L'indépendance est stable par extraction de sous-
familles.

Propriété 19 :Indépendants = 2a2 1L

Si'les A; sont indépendants, alors ils sont deux &
deux indépendants.
La réciproque est fausse si n > 3.

Remarque

R20 — Attention c’est I'inverse des nombres premiers / po-
lyndbmes entre eux :

indépendants globalement = deux & deux.

R21 — Siles événements A; sont deux & deux indépendants
et si pour tout i on pose B; = A; ou A;, dlors les B; sont
deux & deux indépendants d’apres la propriété vue
précédemment. Cela se généralise aux événements
indépendants :

Propriété 20 :Passages au complémentaire dans
indépendance

Siles événements A; pour i € I sont indépendants
et si pour fout i € I on pose B; = A; ou A;, alors les B;
sont indépendants.

Exercice 5 : Indicatrice d’Euler

Soit Q = [[1,n] ol n est un entier non premier supérieur
ou égal a2, muni de la probabilité uniforme. Si d|n, on note
Ag=1{kd| keQetkdeQ}.

1. Quelle est la probabilité de A, ?
2. Soit P 'ensemble des diviseurs premiers de 7.
(a) Démontrer que (4p) pep st une famille d’événe-

ments indépendants.

(b) En déduire le cardinal ¢(n) de 'ensemble A des
nombres inférieurs ou égaux a n et premiers
avec n (indicatrice d’Euler).

Exercice 6
Si Aj,...,A, sont indépendants, 1 < p < n-1, Montrer
que les événements suivants sont indépendants :

p n
| mAi et ﬂ Aj,
i=1 i=p+1

14 n
] UAi et ﬂ Aj.
i=1 i=p+1

n
A; et U Aj,
i=1 i=p+1

Cs

m VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES

On se donne une espace probabilisé (Q, <, P).

n Définition
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Définition 10 : Variable aléatoire discréte

Soit E un ensemble quelconque. Une application
X : Q— E est appelée variable aléatoire discréte sur
Q, <, 1P) lorsqu’elle vérifie

®

(ii)

Elle est dite réelle lorsque EcR.

Remarque

R22 — La notation (X = x) est un peu déroutante, cela re-
vient par exemple & noter #Z = sin~! ({0}) = (sin = 0).

Si A est une partie de E, on note (X € A) I'événement
X HA) ={weQ, X()€ A}
R23 — On note aussi, pour une variable aléatoire réelle,
(X< =X10-00,x) ={weQ, X <x}
et on infroduit de la méme fagon, (X < x), (X > x),
(X >x).

R24 — Enfin, si f est une fonction définie sur X(Q), on note
f(X) la fonction fo X. Est-ce une variable aléatoire ?
Oui. Voir ci-apres.

R25 — La deuxieme condition est I& pour qu‘on puisse cal-
culer la probabilité P(X = x) pour tout x € X(Q).

Sixe E\X(Q), (X =x) =g €.« également.

R26 — On ne demande pas que E soit fini ou dénombrable,
seulement que X(Q) le soit : si des valeurs de E ne sont
pas atteintes, on peut s'en débarrasser.

On ne demande pas non plus que I'univers Q soit fini
ou dénombrable.

R27 — Lorsque |'univers est fini ou dénombrable, on choisit

o = P2(Q) et toute fonction de Q dans E est une va-
riable aléatoire discrete.

Exemple : fondamental
E8 — Si F événement de I'univers Q, alors

Q — {01
1f: 1 SiweF
w — N
0 SiwgF

est une variable aléatoire.
P(lp=1)=P(F) et P(Lp=0) :]P(F].

Propriété 21 : SCE associé a une variable aléatoire

((X = x))xex(m est un systeme complet d’événe-

ments appelé systéme complet d’événements asso-
cié a Xx.

Remarque

R28 — On peut remplacer X(Q) par E, ce qui revient & ajou-
fer des ensembles vides.
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Propriété 22 :Les parties de X(Q) sont des événe-
ments

Soit X une variable aléatoire discrete sur (Q,«/,P).
Alors pour toute partie A de X(Q), (X € A) € «.

Propriété 23 : Une fonction d’une v.a.d. est une v.a.d.

Si X : Q— E est une variable aléatoire discréte,
si f : E— F est une fonction (ou application) quel-
conque, alors fo X, notée f(X) est une variable aléa-
toire discréfte.

E Loi

On fixe X une variable aléatoire discréte sur (Q, o/, P).

Définition 11 : Loi d’une v.a.d.

L'application

2XQ)) — R
A — PXeA

est appelée loi de X.

Propriété 24 : La loi est une probabilité

P x est une probabilité sur l’espace probabilisable
(xX©@,2x@).

Remarque

R29 — Comme X(Q) est au plus dénombrable, il n"est pas
choquant de choisir 2(X(Q)) comme tribu.

Propriété 25 : Expression de la loi de X

SiAe 2(X(Q), Px(A) =

Corollaire 3

Laloi de X est uniquement déterminée parla don-
née de (P(X = x))xex (. famille sommable de réels
dans [0,1] de somme 1.

Remarque

R30 — Ainsi, pour décrire la loi d’une variable aléatoire, on
se contenfe de préciser X(Q) et les P(X = x) pour
x € X(Q).
On verra plus loin les lois usuelles & connaitre parfaite-
ment.

Notation 1: ~

Si X et Y suivent la méme loi, on note X ~ Y.
Si X suit une loi £, on note X ~ £.

Exercice 7 : CCINP 109

Exercice 8: CCINP 104

Propriété 26 : Loi de f(X)

Laloide Y = f(X) est donnée par ¥ y € f(X(Q)),

De la méme maniére, on obtient par exemple :

Propriété 27 : Loi d’'une somme, d’un produit

Si X et Y sont des variables aléatoires,

m FAMILLES DE VARIABLES ALEATOIRES

Soit (Q,«/,P) espace probabilisé.
n Définition et lois

n Couple de variables aléatoires discrétes

Les notions vues en premiére année se généralise sans pro-
bléme particulier.

Définition — Propriété 1

Soit X, Y variables aléatoires discrétes sur Q a va-
leurs dans E, E'. L'application

Q — ExEF
%8
0w — X(w),Yw)

est une variable aléatoire discrete appelée couple
Z=(X,Y).

Remarque

R31— (X, YV)(Q) < X(Q) xY(Q etiln'y apas égalité en géné-
ral.
R32—- On note indifferemment ((X,Y) = (x,3) ou

X=x)Nn(Y=yyou X=xetX=y)0U X=xY=y)
ces événements.
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Propriété 28 : SCE associé a un couple

Soit  (X,Y) un couple de variables aléa-
toires discretes. Alors la famille d’événements
(X, Y) = (6 9) (x, e x = v (@) €T UN systéme complet
d’événements appelé systtme complet d’événe-
ments associé au couple (X,Y).

Remarque

R33 — On sait donc que
m Si X et Y sont deux variables aléatoires discrétes
définies sur un espace probabilisé (Q,«,P), le
«couple »

(X,Y) : 0— X(w),Y(w))

est une variable aléatoire discrete.

m Si Z : Q— E est une variable aléatoire discréte, si
f : E— F est une fonction quelconque, alors fo Z,
notée f(Z) est une variable aléatoire discrete.

Et constatons que donc, si X et Y sont des variables
aléatoires discretes réelles définies sur un méme uni-
vers probabilisé, alors X + Y, XY, min(X,Y), max(X,Y)
sont des variables aléatoires réelles discretes.

Bien sar, ily aussi T (Arctan(l +X%+ YZ)), mais on n’a cité

que quelgques exemples frequemment utiles.

Pour calculer les lois :

PX+Y=2= Y PX=xY=y)
Xy | x+y=z

et PXY=2= ) PX=xY=y)
xy | xy=z

H Loi conjointe

Définition 12 : Loi conjointe

Soit (X,Y) un couple de variable aléatoires dis-
crétes. On appelle loi conjointe de (X, Y) la loi Px,y)
de la variable aléatoire (X, Y).

Remarque

R34 — Vula propriété précédente, cette loi est déterminée
par P(X =x,Y =y) pour (x,y) € X(Q) x Y(Q). Lorsque les
variables aléatoires sont finies, cette loi peut étre re-
présentée dans un tableau & double entrée.

Exemple

E9— On lance deux dés, X est la v.a. égale au plus
grand des nombres, Y celle du plus petit. On pose
Q = [1,6]%> muni de la probabilité uniforme. Calculer
la loi conjointe de (X, Y).
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s margi
Lois marginales

Définition 13 : Lois marginales

Si (X,Y) est un couple de variables aléatoires dis-
crétes, les lois de X et de Y sont appelées premiére et
seconde lois marginales du couple.

Propriété 29:Loi conjointe détermine lois margi-

nales

La loi conjointe de (X,Y) détermine les lois margi-
nales de (X,Y) mais la réciproque est fausse.

n Lois conditionnelles

Définition 14 : Loi conditionnelle

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires dis-
cretes. Pour tout x € X(Q) tel que P(X = x) # 0, la loi
conditionnelle de Y sachant (X = x) estlaloi de Y pour
la probabilité conditionnelle P x=).

Elle est donc déterminée par, pour tout y € Y (Q),

PX=xY=y

P =yIX=x=—Fx"%

Remarque

R35— Les lois conditionnelles de Y sachant (X = x) et la loi
de X permettent de déterminer la loi conjointe de
(X,Y):

B Soif P(X=x)=0etalorsP(X=x,Y =) <P(X=x)=0
donc P(X=x,Y=y») =0,
B SOt P(X=x)#0et

PX=xY=y)=P(Y=y| X=x)PX=x).

E Extension aux n-uplets

Définition 15 : n-uplets de variables aléatoires

Soit (Xi,...,X») un n-uplet de variables aléatoires
discretes. C’est encore une variable aléatoire discrete
appelé vecteur aléatoire discret de dimension n.

La loi conjointe de (X;,..., X;) est déterminée par
les P(X; = x1,..., X, = x5) OU pour tout i, x; € X;(Q).

Les lois de Xj,..., X, sont les lois marginales de
(X1,...,Xn).

Définition 16 : Loi conditionnelle pour » variables

Si Xlyeoor Xn—1 sont fixés, fel que
P(X; = x1,...,Xn-1 = x5—1) > 0, la loi conditionnelle
de X, sachant (X = x1,...,X;-1 = x,-1) est détermi-
née par

PXpn=xn| X1 =x1,...,.Xpn-1 = Xp-1)
_ ]P(Xller---an:xn)
]P(Xl = xl;--an—l = xn—l)

pour tout xj,.
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Remarque
R36 — Lorsque I'on a la propriété
P(Xip1=%41 | X1 =21, X = %) = P(Xj41 = %441 | X = %))

(phénomene sans mémoire), on dit que la famille
(X1,...X,) de variables aléatoires est markovienne.

Indépendance

n Cas d’un couple de variable

Définition 17 : Indépendance

Soient X,Y deux variables aléatoires discretes sur
I’espace probabilisé (Q, </, P).

X et Y sont dites indépendantes si pour fout
(A, B) € 2(X(Q) x (Y (Q)). les événements (X € A) et
(Y € B) sont indépendants, c’est-a-dire

On note parfois X L Y.

Propriété 30 : Caractérisation par des événements

élémentaires

X et Y sont indépendantes si et seulement si pour
fout (x,y) € X(Q) x Y(Q), (X = x) ef (Y = y) sont indépen-
dants, c’est-a-dire

Remarque

R37 — Si X et Y sontindépendantes, la donnée des lois mar-
ginales de (X, Y) détermine sa loi conjointfe.

Propriété 31 : Caractérisation par les lois condition-

nelles

Soit (X,Y) couple de variables aléatoires. Il y a
équivalence entre

() Les variables aléatoires X et Y sont indépen-
dantes.

(i Pour fout ye Y(Q) tel que P(Y = y) >0, la loi de X
sachant (Y = y) estla méme que la loi de X.

(iify Pour fout x e X(Q) tel que P(X = x) >0, la loi de Y
sachant (X = x) estla méme que la loide Y.

Propriété 32 : Fonctions de variables aléatoires indé-
pendantes

Si X,Y sont des variables aléatoires indépen-
dantes, f,g définies sur X(Q) et Y (Q) respectivement,
alors

VERSION DU 2 MARS 2024

Exemple

E10— Si X et Y sont indépendantes, pour tous m,ne IN, X
et Y le sont.

Remarque

R38 — Enreprenant un calcul précédent, on obtient, si X, Y
indépendantes,

P(X+Y=2)=

ou I'on peut remplacer X+ Y (et x+ y) par n‘importe
quelle fonction de X et v.

H Variables aléatoires indépendantes

Définition 18 : Variables aléatoires indépendantes

Des variables aléatoires discrétes Xi,..., X, sont
dites indépendantes lorsque pour toutes parties A; de
X1(Q), ... Ay de X, (Q), les événements (X € Ay), ...,
(X5 € Ap) le sont.

Une suite (X,) ey de variables aléatoires discretes
est une suite de variables aléatoire indépendantes
lorsque pour tout ne N, Xi,..., X, le sont.

Si, de plus, elles ont méme loi, on dit que ce
sont des variables aléatoires indépendantes identi-
quement distribuées (vaiid).

Propriété 33 : Caractérisation par des événements

élémentaires

Xi,...,X, sont indépendantes si et seulement si
pour tout (x1,...,xn) € X1(Q) x---x X, (Q), les Evénements
(X1 =x1), ... (Xp = xp) le sont.

Remarque

R39 — n expériences aléatoires indépendantes peuvent
étre modélisées par n variables aléatoires indépen-
dantes. Le résultat de la i® expérience est noté X; et

PXy=x1,...,Xn=xp) =P(X1 = x1)---P(Xy, = xp).

R40 — Comme pour les événements, indépendants = indé-
pendants deux & deux, mais la réciproque est fausse

sin>2.
Exemple
E11- Si X7,Xo vaiid finies de loi uniforme % (2) sur {-1,1}.

X3 = X1 x X2. Montrer que X, X», X3 sont deux & deux in-
dépendantes mais pas indépendantes globalement.
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Propriété 34 : Fonctions de variables aléatoires indé-
pendantes

Si (Xn)new €St une famille de variables aléatoires
indépendantes, pour tout ne N, f,, définie X, (Q), alors

Propriété 35 : Lemme des coalitions

Soit nme N fels que 0 < m< n, Xi,...,Xm,...,Xn
des variables aléatoires discretes indépendantes sur
Q,«,P), f définie sur X, (Q) x---x X, (Q) et g définie sur
KXm+1(Q) x -+ x Xp ().

Le résultat s’étant & plus de deux coalitions.

Soit (%n)nemn UNe suite de lois de probabilités dis-
créfes.

Il existe un espace probabilisé (Q, «,P) et une suite
(Xn)new de variables aléatoires discrétes indépen-
danfes sur (Q,«/,P) tels que pour tout ne N, X, ~ %.

Exemple

12— Un jeu de pile ou face infini se modélise (naturelle-
ment) par une suite d’épreuves de Bernoulliindépen-
dantes.

Démonstration : Admis

m Lols USUELLES

n Loi Uniforme

Définition 19 : Loi uniforme

On dit que qu’une variable aléatoire finie X suit
une loi uniforme lorsque pour tout x € X(Q),

1
Px({xh=PX=x = .

ou n = |X(Q)|, c’est-G-dire que pour tout A c X(Q),

A
Py)= 4,

n
On note alors X ~%(n).

Exemple

E13— Sion tire un dé & n faces ou si on tire une boule dans
une urne qui en contient n (numérotée), alors la va-
riable aléatoire du résultat suit % (n).
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Remarque

R41 —

R42- /\ cela ne conceme pas de la probabilité P ini-
fiale : P x peut étre uniforme sans que P le soit.
Si, par exemple, on lance un dé & 6 faces truqué tel
que I'on obtient 1 ou 6 avec une probabilité 1/2 et 2,3,4
ou 5 avec probabilité 1/8, X variable aléatoire 1,
alors P(X =0) = P(X =1) =1/2 donc X ~%(2) alors que
P n"est pas la probabilité uniforme.

Ox

R43- OnadoncPx= Y
n

xeX(Q)

E Loi de Bernoulli

Définition 20 : Loi de Bernoulli

On dit que X suit une loi de Bernoulli de para-
meétre p € [0,1] lorsque X est & valeurs dans E = {0,1},
PX=1)=petPX=0=g=1-p.

On note alors X ~ A(p).

Exemple : Situation type

E14 — Variable aléatoire étudiant le succeés (1) d'un événe-
ment donné ou son échec (0).

Propriété 36 : Ce sont les fonctions indicatrices

Les variables aléatoires qui suivent une loi de Ber-
noulli de parametre p sont exactement les fonctions
indicatrices des parties F de Q felles que P (F) = p.

Remarque

R44 — Deux variables aléatoires de Bernoulli sont indépen-
dantes si et seulement si (X =1) et (Y =1) le sont.

R45— Si X prend deux valeurs a et b distinctes, alors
X—-a ) . . o
Y = =2 suit une loi de Bernoulli de parametre
p=PX=Db).
Autrement dit, X = a+(b—a)Y ou Y suit une loi de Ber-
noulli.

Loi binomiale
Lors de la répétition de n expériences de Bernoulli indépen-
dantes, la probabilité d’avoir k < n succés s’ écrit (Z)pk(l —pn-k

ou p est la probabilité d'un succes.
Si on appelle X la variable aléatoire du nombre de succes, &
valeurs dans [0, n]), alors elle suit la loi donnée par

P(X=k = (Z)pk(l—p)”‘k.

Remarquons que I'on peut écrire X = X; +---+ X, oU X; est la
variable aléatoire de Bernoulli succés & la ie répétition.

PROBABILITES - PAGE 10 SUR 17


https://mpi.lecontedelisle.re

J. Larochette

Définition 21 : Loi binomiale

On dit que X suit une loi binomiale de parameétre
(n,p) oU p € [0,1] lorsque X est & valeurs dans [0, n] et
pour tout k€ [0, n].

PX=k = (Z)pk(l —pk= (’]Z)pkqn—k

avec g=1-p. On note alors X ~ %(n, p).

Exemple : Situation type

E15— Nombre de succeés dans la répétition de n expé-
riences de Bernoulli indépendantes.

Remarque

n

Ra6— Py =) (Z)Pk(l—p)"_kék.
k=0

R47 — A1, p) = B(p).
R48 — La formule du bindme redonne (ou se retrouve par)

n
Y Px=k=1
k=0
I |,
Ficure 1 - Loi £8(10,1/4)
Exercice 9
Si X ~%n,p)alors Y =n—X~%(n,q).

n Loi géométrique
Soit pelo, 11.

On lance une infinité de fois une pieéce donnant pile avec
probabilité p. Les lancers sont indépendants.

Soit X, la variable aléatoire du succes au ne lancer : elle vaut
1.si c’est pile, et 0 sinon.

(Xn) e+ €8t une suite de vadiid, foutes de loi B(p).

Soit X la variable aléatoire du rang du premier succes : pour
tout we Q, X(w) =

Soit ne IN*.

B (X>n)=

PX>n)=

VERSION DU 2 MARS 2024

PX=n)=

m En passant au contraire,
PX<n=

m Soit A I'événement « N'obfenir que des faces », et
Ap=(X>n).
Alors (Ap) est décroissante et A= [ Aj.
nelN*
Par continuité décroissante,

P(Ap) =

Définition 22 : Loi géométrique

Soit p €]0,1[ et X une variable aléatoire discrete. On
dit que X suit une loi géométrique de paramétre p si

X est & valeurs dans et

On note X ~%4(p).

Remarque
R49 — Premiere loi dénombrable du programme. On vérifie
+00
bien ) PX=n)=1.

n=1
R50 — De nouveau, on calcule (& savoir faire )
P(X>n)=

Exemple : Situation type

E16 — Le rang du premier succés dans une répétition infi-
nie d’épreuves de Bernoulli indépendantes de para-
meétre p suit 4(p).

H Loi de Poisson

Définition 23 : Loi de Poisson

Soit A e R} et X une variable aléatoire discréte. On
dit que X suit une loi de Poisson de parameétre A si X

est a valeurs dans et

On note X ~22(A).

Remarque

+00
R51— On vérifie bien Y P(X=n)=1.
n=0

H Propriétés des lois usuelles

n Somme de n vaiid de Bernoulli
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Propriété 37 : Importante!

Propriété 39 : Cas d’une variable aléatoire entiére

Si Xy,..., X, vaiid de loi %(p). alors

X1+...+ Xy~

Remarque

R52— Plus généralement, si les X; indépendantes suivent
B(n;, p), alors Xy +---+ Xy, ~ BE ni, p).

n Approximation d’une loi de Poisson par des
lois binomiales

Propriété 38 : Approximation d’une loi de Poisson par

des lois binomiales

Soit >0, (pn)n €10, 1[N tel que np, — A, (Xn)n Une
suite de variables aléatoires discrétes réelles.
On suppose que pour tout ne N, X;, ~ B(n, pp).
k

Z e,
n—+oo k!

Alors, pour fout ke IN, P(X;, = k)

Remarque

R53 — Une loi binomiale %(n, p) (Qui peut étre vue comme
nombre de succes dans la répétition de n épreuve
de Bernoulli avec probabilité p de succeés) peut donc
étre approchée par une loi de Poisson (1) ou A = np

N . . A .
& condition que n soit grand et p = o soit petit.

La loi de Poisson est qualifiée de loi des événements
rares.

Exercices CCINP

Exercice 10: CCINP 98

Exercice 11: CCINP 95

m ESPERANCE

On fixe ici un espace probabilisé (Q, <7, P).
n Définition

Définition 24 : Espérance d’une variable aléatoire dis-

créte réelle positive

Soit X une variable aléatoire discréte & valeurs
dans R U {+o0}.
L'espérance de X est, par définition, dans [0, +oo],

On a donc E(X) € Ru {+oo} suivant la sommabilité
ou non de la famille réelle positive (IP(X = x)x) xex(Q)-

Lorsque cette famille est sommable, X est dite
d’espérance finie E(X) € R et on note X e L!.

Soit X une variable aléatoire & valeurs dans
IN U {+o0}. Alors

Définition 25 : Espérance d’une variable aléatoire dis-

créte réelle ou complexe

Soit X une variable aléatoire réelle ou complexe
discrete.

Lorsque la famille (IP(X = x) x) xex(q) €St sommable,
on dit que X est d’espérance finie, on note X € L et
on définit son espérance

EX)= ) PX=xx.
xeX(Q)

Dans le cas contraire, X n'a pas d’espérance (pas
plus infinie que finie)

Lorsque X est d’espérance finie et [E(X) =0, X est
dite centrée.

Remarque

R54 — Une expression équivalente a « X est d’espérance
finie » est « X a un moment d'ordre 1 ».

R55 — Une variable aléatoire réelle finie est toujours d’espé-
rance finie (programme de MP2I).

R56 — Une variable aléatoire & valeurs dénombrables
(xn)pen st d'espérance finie si et seulement si la
série Z P(X = xp)x, converge dbsolument, et alors

nelN
+00

EX) =) P(X=xp)xn.
n=0

R57 — Ne pas confondre « centrée » et « symétrique » : si
P(X=1)=P(X=2)=P(X=3)=P(X=-6)=1/4, la va-
riable aléatoire X est bien centrée. Pour autant, X et
—-X n‘ont pas méme loi.

E Théoréme de transfert

Théoréeme 2 : de transfert

Soit X un variable aléatoire discréte, f une fonc-
tion définie sur X(Q), & valeurs réelles.

f(X) est d’espérance finie si et seulement si la fa-
mille (P(X = x) () cxq €St sommable, et dans ce
cas

Remarque
R58 — Pas besoin de connaitre la loi de f(X)!
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Corollaire 4 : Espérance du module

X a une espérance finie si et seulement si |X| a
une espérance finie.
Le cas échéant,

Corollaire 5 : Sur un univers fini ou dénombrable

Uniguement dans le cas ot Q est fini ou dénom-
brable, X est d’espérance finie si et seulement si

P ({w}) X (w) est sommable et dans ce cas
weQ

Remarque
R59 — Vu en MP2| dans le cas fini.

Exercice 12: CCINP 97

Propriétés de I'espérance

Une espérance peut éfre vue comme une intégrale, ce qui
rend toutes ces propriétés naturelles.

Propriété 40 : de I'espérance

X et Y désignent deux variables aléatoires réelles
ou complexes discrétes.

() Si X est constante presque sGrement, ¢ ‘est-a-dire
quon aacK tel que P(X = a) =1, alors elle est
d’espérance finie E(X) =

(i Linéarité :siX,Ye L' et Ae K, X+AY e L! et
EX+AY)=

(iiiy Positivité : si X e L' est & valeurs réelles, positive
presque sirement ie P(X > 0) =1, alors

Positivité améliorée : si X est & valeurs réelles, po-
sitive presque sarement et si

(iv) Croissance : si X,Y € L! sont & valeurs réelles et si
X <Y presque sGrement, alors

(V) SixelLl, est cenfrée ef appelée va-
riable aléaftoire centrée associée a X.

(vi) Inégalité triangulaire : Si X e L', | X| e L! et
(vii) SiyeLl et |X|<Y,alors Xe L' et

En particulier, si X est bornée, elle est d’espé-
rance finie.

Corollaire 6 : Espace vectoriel L1

L'ensemble L' des variables aléatoires discrétes
sur (Q,«/,1P) admettant une espérance finie est donc
un R-espace vectoriel et X — E(X) est une forme li-
néaire sur L1,

VERSION DU 2 MARS 2024

n Espérances des lois usuelles

Propriété 41 : Espérance des lois usuelles

() Si X ~ B(p), alors @i Si X ~ 4(p), alors

EX) = EX) =

(i) Si X ~ A(n,p)., alors (iv) Si X ~ 2, alors
EX)= EX) =

Remarque

R60 — L'espérance d’une loi uniforme est la moyenne arith-
métiques des valeurs (en nombre fini) prises par la va-
riable aléatoire.

Corollaire 7 : Cas d’une fonction indicatrice

Soit A un événement de notre tribu «f. Alors 1 4 a
une espéerance finie et B(1l 4) =

Exercice 13 : Formule de Poincaré

n
Enremarquant que P ( U 4;
i=1
prouver la formule de Poincaré.

n__
- I‘P(HA") -1ty )

H Exercices CCINP

Exercice 14: CCINP Exercice 17 : CCINP
102 108

Exercice 15: CCINP Exercice 18 :CCINP

Exercice 16: CCINP
106

n Espérance et indépendance

Propriété 42 : Espérance et indépendance

Soit X, Y € L! indépendantes. Alors XY € L', et

Réciproque fausse en genéral.
Plus généralement, si (X,...,Xn) est une famille
de variables aléatoires indépendantes d’espérance

n
finie, alors ] X; I'est et
i=1
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Remarque
R62 — V(X) estle moment d’ordre 2 de la variable aléatoire
. centrée associée a X : X - E(X). Par positivité de |'es-
VARIANCE, ECART-TYPE ET COVARIANCE pérance, V(x) >0 donc I'écart-type est bien défini.

On fixe ici un espace probabilisé (Q, </, P). Les variables aléa- RS Il_ecorf—’rype S Ul’mferprefe SIS U ESEes el
dienne dans R"™ entre le vecteur dont les coordon-

foires considérées sont & valeurs réelles. nées sont les valeurs prises par X et le vecteur dont
foutes les coordonnées valent IE(X). C’est donc un in-

n 2 dicateur de dispersion de X autour de sa moyenne
Espace L EX).
Sous réserve d’existence, les moments (dénomination hors Rea— Ne pas hésiter a noter m = EX). Il est plus

facile & visualiser E(X - m) = E(X) -m = 0 que
EX-E(X) =EX) -EX) =0, par exemple.

R65 — D’apreslaformule de fransfert, siles valeurs prises par
X sontles x; pouriel et m=E(X),

programme) d’une variable aléatoire sont les ]E(|X|’“) pour
ke IN*, Ce sont des parametres numériques qui donnent des
renseignements sur sa loi. En général, on se limite aux moments
d’ordre 1 (espérance) et d’ordre 2 (permet d’obtenir la vo-
riance). V) =Y P(X = x)(x; —m)2.

iel

Notation 2: 12 R66 — Plus la variance (et donc I'écart-type) est petit, plus

Soit X une variable aléatoire réelle discréte. X ot Concerfﬁee aufour de sa moyenne m = B(X).

0 te X eI2 | X2 est o' D o Le cas extreme est pour une variable aléatoire
n Ino e Xe orsqucze es eszperopce inie constante : V(X) =o.

(Ce qu’on peut noter IE(X?) < +oo car X* est a valeurs Réciproquement, si V(X) =0, alors

réelles positives).

VxeX(Q), P(X=x)=00oux=m=E(X).
Autrement dit, P(X # m) =0 ouencore P(X=m)=1: X
est constante presque sGrement.

Propriété 43 : Inégalité de Cauchy-Schwarz

Si deux variables aléatoires réelles discréfes
X,Y €12, leur produit Xy € L', et

e . ) Propriété 45 : de la variance
avec égalité si et seulement si X et Y sont coli-

néaires presque srement, ¢ ‘est-a-dire Soit X € 12,

Exercice 19 : CCINP 100

() Formule de Koenig-Huygens :

Corollaire 8 (i Sia,belR,

L2 est un R-espace vectoriel.

iy Si o(X) #0, est centrée réduite, ap-

D 5 pelée variable aléatoire centrée réduite asso-
Propriété 44 :[“cL ciée & x

Sixel? XelLl,

Remarque
Remarque R67 — La deuxieme formule est intuitive au sens ou une
) . franslation des valeurs de X ne perturbe la distance
R61 - Donc L= est un sous-espace de L. & la moyenne, et comme cette distance est au carré,

une homothétie de rapport a la multiplie par a?.

E Variance et écart-type

Covariance

Définition 26 : Variance, écart-type, variable réduite o .
Définition 27 : Covariance

Soit X € 12,
On appelle variance de X le nombre

Soit (X,Y) € (LZ)2 un couple de variables aléatoires
réelles discretes admettant un moment d’ordre 2.

On appelle covariance du couple (X,Y) le
nombre
On appelle écart-type de X le nombre

Lorsque Cov(X,Y) =0, X et Y sont dites non corré-
Lorsque V(X) =1, X est dite réduite. lées.

PROBABILITES - PAGE 14 SUR 17


https://mpi.lecontedelisle.re

J. Larochette

Remarque

R68 — La covariance mesure la corrélation entre les varia-
fions de X et de Y dans le sens ou elle est positive
lorsque X et Y s'écartent de leur moyenne dans le
méme sens, et négative si c’est dans le sens opposé.

R69 — Celaressemble & un produit scalaire et ce n’est pas
un hasard! On vérifie facilement qu’il s’agit d'une
forme bilinéaire positive. La variance correspond au
carré de la «norme » (et donc I'écart-type a la
«norme ».)

Cela permet par exemple d'appliquer l'inégalité
de Cauchy-Schwarz (mais sans le cas d’égalité) :
Cov(X, V)2 < V(X)V(Y) ie |Cov(X, V)| < o(X)a(Y).

Propriété 46 : de la covariance

Soient X, Y € I? deux variables aléatoires réelles
discréfe admettant un moment d’ordre 2.

() Cov est une forme bilinéaire positive.
(i Formule de Koenig-Huygens :

(i) V(X+Y)=
(iv) SiX LY, Cov(X,Y)=0 efla réciproque est fausse.

Remarque

R70 — Cov(X, X)=0= X constante presque sdrement.
Cov(X,Y) ( X Y
= Cov

cXo®) o (o)
de corrélation de X et v.

) €]-1,1[ est le coefficient

n Variance d’'une somme de variables
aléatoires

Propriété 47 : Variance d’une somme

Soient X1,..., Xn € L2,
() X1+--+Xpel?et

@in Si x,...,X, sont décorrélées deux & deux
(i # j= Cov(X;, Xj) =0),

En particulier, si Xi,..., X; sont des vaiid,

V(X +-+ Xp) = nV(X)).

VERSION DU 2 MARS 2024

H Cas des lois usuelles

Propriété 48 : Espérance et variance des lois usuelles
() Si X ~B(p),

iy Si X ~B(n,p).

(il Si X ~<4(p),

(iv) SiX~2Q),

m INEGALITES DE MARKOV ET DE BIENAYME-

TCHEBYCHEV, LOI FAIBLE DES GRANDS
NOMBRES

Propriété 49 : Inégalité de Markov

Soit X € L' une variable aléatoire discréte admet-
tant une espérance finie. Pour fout a >0,

Remarque

R72—- Si X est & valeurs positives, on a donc aussi
EX)
PX>a<—.
a
Ed1X1)

R73— On a aussi P(X|>a) <

Propriété 50 : Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Soit X € I? une variable aléatoire réelle discréte
admettant un moment d’ordre 2, m =IE(X), a > 0.

c’est-a-dire, en nofant m I'espérance de X ef o
son écart-type,

Remarque
. 0-2
R74— OnaaussiP(X-m|>a) < —-
a

R75 — le a? estlogique pour des raisons d’homogénéité (di-
mension).
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R76 — On refrouve avec l'inégalité de Bienaymé-
Thebychey, le fait que si V(X) =0,

Ve>0, P(IX-EX)| >¢=0.

Donc, P(X - E(X)| >0) =0, c’est-O-dire P(X = E(X)) = 1.

R77 — En particulier, P(IX-EX)|<a) >1- w—f)
a

Intuitivement, en répétant de nombreuses fois un lancer de
piece équilibrée, la fréquence d’apparition de pile doit se rap-

1
procher de —.

Le théoréme suivant permet de donner un cadre théorique
& cette intuition.

Théoréme 3 : Loi faible des grands nombres

Soit (Xp)p>1 € (Lz)]N* une suite de variable aléa-
toires discréfes réelles deux a deux indépendantes
identiquement distribuées (de méme loi) sur (Q, </, 1P),
admettant un moment d’ordre 2. Soit m I’'espérance
de X, et o son écart-type.

On pose enfin S, = X1 +---+ Xp.

Pour fout e > 0,

Remarque

R78 — Parmi tous les échantillons de valeurs possibles
(X1,...,Xpn), ceux dont la moyenne (S, /n) s'éloigne de
I'espérance m sont rares, et cette rareté s’accentue
avec la faille de I'échantillon (n — +o0).

Exercice 20 : CCINP 99

m FONCTIONS GENERATRICES

Dans cette partie, les variables aléatoires sont & va-
leurs dans IN.

n Définition

Définition 28 : Fonction génératrice

Soit X variable aléatoire discréte sur (Q, «7,1P) & va-
leurs dans IN.

On appelle fonction génératrice associée a X la
fonction

HTTPS://MPI.LECONTEDELISLE.RE H ﬁ;ﬁﬁ
E].':' i
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Propriété 51 : des fonctions génératrices

() Le rayon de convergence de la série entiere
Y P(X=n1i" est et elle converge
normalement sur

(iy Pour tout te[-1,1], Gx(r) = E( ).

(i) Gx est continue sur[-1,1], de classe €*° sur1—-1,1[
et pourtout ne N, P(X =n) =

Propriété 52 : Caractérisation de la loi

Deux variables aléatoires X,Y & valeurs dans IN
ont méme loi si et seulement si elles ont méme fonc-
tion génératrice.

Propriété 53 : Lien avec I'’espérance et la variance

() X e L' (est d’espérance finie) si et seulement si
Gx est dérivable est 1 et alors

(i) X e L2 si et seulement si Gx est deux fois dérivable
est 1 et alors
On exprime alors V(X) & I'aide de G'y (1) et G (1).

E Cas des lois usuelles

Le programme demande de savoir calculer la fonction gé-
nératrice d’une variable aléatoire de Bernoulli, binomiale, géo-
métrique, de Poisson. Allons-y.

Somme des variables aléatoires

Propriété 54 : Fonction génératrice d’une somme

Soient Xi,..., X, des variables aléatoires discrétes
indépendantes & valeurs dans IN. Alors

Applications

m On retfrouve la fonction génératrice d'une loi binomiale &
partir de la somme de n vaiid de loi de Bernoulli.

m Une somme de variables aléatoires de loi de Poisson 22(1;)
est encore de loi de Poisson de parameétre la somme des
Aj.

m Une somme de variables aléatoires de loi B(n;, p) indé-
pendantes est de loi B(Xn;, p)

n Exercices CCINP

Exercice 21 : CCINP 96

Exercice 22: CCINP 110
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m Continuités croissante et décroissante :

m Si (An) pew UNe suite croissante (pour I'inclusion)
FORMULAIRE

+00
P U 4n
n=0

Sous réserve d’existence, sommabilité, d’admission de mo- P(Ag)
ments, etc. Voici les principales formules du chapitre.

k—+00

. Si (Ap) une suite décroissante (pour I'inclusion
mloide X:| Px:A— ) P(X=x) |déterminée par nnelN ® )
X€eA

les IP(X = x) pour x € X(Q), positifs de somme 1. P(AR) P

k—+

+00
N An
n=0

m Espérance de X 1 | EX)= ) PX=x)x |etsiQ
x€X(Q)

m Inégalité de Markov : Sia>0,| P(X|>a) < ]E(qul).

fini ou dénombrable | EX)= Y P{w)X(w) | et si
we)

m Inégalité de Bienaymé-Tchebychev : Si a > 0,

2
X@eN,| Bw= Y P&>n). m=EX) et o=0(X) = vV(X). EP('X""' >a< 7

n=1

m Loifaible des grands nombres : Si¢ > 0, (X,;) une suite

= Formule de fransfert : de vaiid L2 d’espérance m et d’'écart-type o,alors

Efx)n= Y PX=xf.

x€X(2) IP( ﬁ—m'}f) 0.
n —+00
m Variance de X :
m Inégalité de Cauchy-Schwarz : Si X,Y € I2, alors
(V(X) =E(X-EX))?) :E(XZ]—E(X)Z) XYelLl, et
2 2 2
m Covariancede X et Y : (E(XY) <E(X*)E(Y D
CCov(X, Y):]E((X—IE(X))(Y—E(Y))):E(XY)—]E(X)]E(YD avec égalité si et seulement si X et v sont coli-
néaires presque strement.

nulle si indépendantes.
m Variance d’une somme :

(V(X+ Y)=V(X)+2Cov(X,Y) +V(Y))

m Loi de Bernoulli #(p) :

(IP(X:I):p PX=0=1-p=q EX)=p VX =pg GX(t):q+pD

m Loi binomiale %(n, p) :

Vke[o,n], 1P(X=k)=(2)p’“q”"‘ EX)=np VX)=npq Gx{®)=(q+pt)"

m Loi géométrique ¥(p) :

pelo, il VneN*, P(X=n=pg"] E(X)=% veo=24  Gxw=2

p? l1-q

m Loi de Poisson 22(1) :

n

A>0 VneN, IP(X:n):%e_’l EX)=A V@) =4  Gx(=eriD
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