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Probabilités

Extrait du programme officiel

Cette section généralise aux variables aléatoires discretes I’étude menée en premiere année des variables aléatoires & valeurs
dans un ensemble fini. Cette généralisation nécessite d’introduire des notions générales de théorie des probabilités, lesquelles font
I‘'objet d’un exposé a minima. En particulier :

— la notion de tribu, infroduite pour donner un cadre rigoureux, n’appelle aucun développement théorique ;

— la construction d’espaces probabilisés n’est pas un objectif du programme ;

— les diverses notions de convergence (presque sare, en probabilité, en loi) sont hors programme.

La théorie des familles sommables permet une extension frés naturelle des notions et résultats vus en premiere année. Cette exten-
sion est effectuée rapidement, de maniére a libérer du temps pour les exemples et exercices. L'objectif de I’enseignement est en effet
de renforcer la compréhension de I’aléatoire, en lien avec d’autres parties du programme. On pourra ainsi faire tfravailler les étudiants
sur divers objets aléatoires (permutations, graphes, matrices...) les inégalités de concentration et des exemples de processus & femps

discret (marches aléatoires, chaines de Markov...).
La notion de variable & densité est hors programme.

La notion d’espérance conditionnelle est hors programme.

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

b) Espaces probabilisés

Tribu sur un ensemble Q. Espace probabilisable (Q, ).
Evénements.

Probabilité sur un espace probabilisable, o-additivité.
Espace probabilisé (Q, <, P).
Continuité croissante, continuité décroissante.

Propriété de sous-additivité de P pour une réunion dénombrable
d’événements.

Evénements négligeables, événements presque sdrs. Une
réunion (resp. intersection) finie ou dénombrable d’événements
négligeables (resp. presque sars) est un événement négligeable
(resp. presque sar).

La manipulation de tribus n’est pas un objectif du programme.

Généralisation du vocabulaire relatif aux événements infroduit
en premiére année.

Application : pour une suite (4,) ey d'événements (non néces-
sairement monotone), limites quand n tend vers I'infini de

P(kLzJOAk) et P(]éoAk).

Systemes quasi-complets d’événements.
Tout développement supplémentaire sur ces notions est hors pro-
gramme.

c) Probabilités conditionnelles et indépendance

Extension des résultats vus en premiére année : probabilité condi-
fionnelle, formule des probabilités composées, formule des pro-
babilités totales, formule de Bayes.

Par définition, les événements A et B sont indépendants si
P(ANB)=P(A)P(B).

Famille d’événements indépendants.

Si A et B sont indépendants, A et B le sont aussi.

Notations Pg(A), P(A|B).

Lorsque P(B) >0, I'indépendance de A et B s’écrit P(A|B) = P(A).

L'indépendance deux a deux n'implique pas I'indépendance.

d) Espaces probabilisés discrets

Si Q est un ensemble, une distribution de probabilités discrétes sur
Q est une famille d’éléments de R* indexée par Q et de somme
1.

Probabilité définie sur «f = 22(Q) associée A une distribution de
probabilités discrétes sur Q.

Support d’une distribution de probabilités discrete ; le support est
au plus dénombrable.

Si Q est au plus dénombrable, on obtient ainsi foutes les probabi-
lités sur 2(Q).
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e) Variables aléatoires discrétes

Une variable aléatoire discrete X définie sur I’'espace probabilisé
(Q, o, P) et & valeurs dans E est une application définie sur Q, & va-
leurs dans I'ensemble E, telle que X (Q) soit au plus dénombrable
et que, pour tout x e X(Q), I'ensemble X1 ({x}) appartienne & «.

Loi Py d’une variable aléatoire discrete X.

Dans ce qui suit, foutes les variables aléatoires sont supposees
discréftes.

La probabilité Py est déterminée par la distribution de probabili-
tés discréte (P(X = x))xex @)

Notation X ~ Y.

Variable aléatoire f(X).
Si X ~Y alors f(X) ~ f(Y).

Loi conditionnelle d’une variable aléatoire X sachant un événe-
ment A.

Couple de variables aléatoires. Loi conjointe, lois marginales.
Détermination des lois marginales & partir de la loi conjointe.

Notations (X = x), (X € A), {X = x}, {X € A}.

Lorsque E =R, la variable aléatoire X est dite réelle.

Notations (X < x), (X > x), (X < x), (X > x) (et analogues avec acco-
lades) pour une variable aléatoire réelle X.

La loi de X peut au besoin étre définie sur un ensemble conte-
nant X(Q).

La notation X ~ Y ne suppose pas que X et Y sont définies sur le
méme espace probabilisé.

Un couple est une variable aléatoire & valeurs dans un produit.
Notation P(X =x,Y = y).
Extension aux n-uplets de variables aléatoires.

f) Variables aléatoires indépendantes

Couple de variables aléatoires indépendantes, famille finie de
variables aléatoires indépendantes.

Famille quelcongue de variables aléatoires indépendantes.

Fonctions de variables aléatoires indépendantes : si X11Y, alors
fX)g(Y)

Lemme des coallitions :
si les variables aléatoires Xi,..., X, sont indépendantes, les va-
riables aléatoires f(Xy,..., Xm) €t g(Xm+1,--., Xpn) le sont aussi.

Existence d’espaces probabilisés portant une suite de variables
indépendantes de lois discrétes données.

Notation X1LY.

Les variables aléatoires X et Y sont indépendantes si et seule-
ment si la distribution de probabilités de (X, Y) est le produit des
distributions de probabilités de X et Y. Extension aux n-uplets de
variables aléatoires.

Extension au cas de plus de deux variables.

Extension au cas de plus de deux coalitions.

La démonstration est hors programme.
Suites i.i.d. Modélisation du jeu de pile ou face infini : suite i.i.d.
de variables de Bernoulli.

g) Lois usuelles
Pour p dans 10,11, loi géométrique de parametre p.

Variable géométrique de paramétre p.

Pour A dans R, loi de Poisson de paramétre A.
Variable de Poisson de parametre A.

Notations ¢(p). X ~4(p).

Interprétation comme rang du premier succées dans le jeu de pile
ou face infini.

Notations 2(1), X ~ 2 (A).
Interprétation en termes d’événements rares.

h) Espérance d’une variable aléatoire réelle ou complexe

Si X est une variable aléatoire & valeurs dans R* u {+oo},
I'espérance de X est la somme, dans [0,+oc0], de la famille
(xP(X = x))xeX(Q).

Pour une variable aléatoire & valeurs dans IN u {+oo}, égalité

+00
EX)= )Y PX>n).

n=1

Une variable aléatoire complexe X est dite d’espérance finie sila
famille (x P (X = x)xex(q) €St sommable: dans ce cas, la somme
de cette famille est I'espérance de X.

Espérance d’une variable géométrique, d’une variable de Pois-
son.

Notation E(X).

Notation E(X). Variables centrées.
La notation X € L! signifie que X est d’espérance finie. On ne
soulévera aucune difficulté quant & la définition précise de L.
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Formule de transfert : soit X une variable aléatoire discréte, f une
fonction définie sur X(Q) & valeurs complexes; alors f(X) est d’es-
pérance finie si et seulement si la famille (f(x) P (X = x)) ¢ x(q) €St

sommable; sitel estle cas: E(f(X))= Y. f(x)P(X=x).
x€X(Q)

Linéarité, positivité, croissance, inégalité triangulaire.

Si|X|<YetsiveLl,alors XxeL!.
Si X et v sont dans L! et indépendantes, alors XY est dans L! et :

E(XY) =E(X) E(Y).

VERSION DU 2 MARS 2024

CAPACITES & COMMENTAIRES

Caractérisation des variables aléatoires & valeurs dans R* d’es-
pérance nulle.

Extension au cas de n variables aléatoires.

i) Variance d’une variable aléatoire réelle, écart type et covariance

Si E(X?) < +00, X est d’espérance finie.

Inégalité de Cauchy-Schwarz : si X et ¥ sont dans 12, XY est dans
L! et B(XY)? <E(X2) E(Y2).

Pour X € L2, variance et écart type de X.

Relation V(X) = E(X?) - E(X)2.
Relation V(aX +b) = a® V(X).

Varionce d'une variable géométrique, d'une variable de Pois-
son.

Covariance de deux variables aléatoires de 2.

Relation Cov(X,Y) = E(XY) —E(X)E(Y). Cas de variables indépen-
dantes.

Variance d'une somme de n variables aléatoires, cas de va-
riables décorrélées.

La notation X € L? signifie que X2 est d’espérance finie. On ne
soulévera aucune difficulté quant & la définition précise de 2.

Cas d'égalité.

Notations V(X),o(X). Variables réduites.
Caractérisation des variables aléatoires de variance nulle.

Si o(X) >0, la variable aléatoire X-BX)
o(X)

est centrée réduite.

j) Inégalités probabilistes et loi faible des grands nombres

Inégalité de Markowv.
Inégalité de Bienaymé-Tchebychev.
Loi faible des grands nombres : si (X,),>1 est une suite i.i.d. de

variables aléatoires de variance finie, alors, pour tout £ >0,

(2
n

—"—m')e) — 0,
n—oo

n
ou S,=) X;etm=EX).
k=1

Utilisation des inégallités de Markov et de Bienaymé-Tchebychev
pour établir des inégalités de concentration.

k) Fonctions génératrices

Fonction génératrice de la variable aléatoire X & valeurs dans
+00

N: GX(t)zE(tX)z Y P(X=kt*.
k=0

Détermination de la loi de X par Gy.

La variable aléatoire X est d’espérance finie si et seulement si Gx
est dérivable en 1; dans ce cas E(X) = Gx'(1).

Fonction génératrice d’une somme finie de variables aléatoires
indépendantes & valeurs dans IN.

La série entiere définissant Gy est de rayon supérieur ou égal a 1
et converge normalement sur le disque fermé de centre 0 et de
rayon 1. Continuité de Gy.

La démonstration de la réciproque n’est pas exigible.

Utilisation de Gx pour le calcul de E(X) et V(X).

Les étudiants doivent savoir calculer rapidement la fonction gé-
nératfrice d’une variable aléatoire de Bernoulli, binomiale, géo-
métrique, de Poisson.
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n ESPACE PROBABILISE

Il Tribu

Comme vu en premiére année dans le cadre des probabilités finies, on appelle univers, noté en général Q, I'en-
semble des issues ou résultats ou réalisations d’une expérience aléatoire.

Commengons par rappeler quelques situations modéles dans le cadre des univers finis : tirage de p boules dans une
urne en contenant n, numérotées de 1 a n.

Exemple

E1 - Tirages successifs, avec remise : Dans ce cas, I'ordre estimportant, et il peut y avoir répétition. On peut choisir
comme modeéle de résultat un p-uplet (ou p-liste) d’éléments de [1, n].

On pose Q =[1,n]P, et alors |Q| = nP.
Il s’agit aussi du nombre d’applications d’'un ensemble & p éléments vers un ensemble & n éléments (&
chaque tirage, on associe sa boule).

E2 — Tirages successifs, sans remise : Dans ce cas, |'ordre est important, et il ne peut pas y avoir répétition. On
peut choisir comme modéle de résultat un p-uplet d’éléments deux & deux distincts (ou p-arrangements) de
[1,n].

On pose Q = o) ([1,n]). et alors
!

1Q=A" =nn-1)---n-p+1)=

(n—p)!
(notation hors-programme).
II's’agit aussi du nomibre d’injections d’un ensemble & p €léments vers un ensemble & n éléments (0 chaque
firage, on associe sa boule).

E3 - Tirage simultané : Dans ce cas, I'ordre n’est pas important, et il ne peut pas y avoir répétition. On peut choisir
comme modéle de résultat une partie & p éléments de [1, n] (ou p-combinaison).
On pose Q =2, ([1,n]), et alors

n nn-1--(n-p+1) n!
Q| = = = .
p! pl(n—p)!
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Rappelons également gu’une méme expérience peut donner lieu & différents univers possible selon ce que I'on
souhaite observer (par exemple : carte d’une main vs couleur seulement de la carte, ou bien résultat d’un dé vs parité
de ce résultat, etc.)

C’est encore plus vrai pour des univers infinis : le cadre formel que I'on va se donner prévoit que certaines parties de
I"'univers Q seulement soient « observables » (les événements), afin de définir une probabilité dans ce cadre plus général.

Remarque

R1- Conformément aux habitudes probabilistes, on note, pour Ac Q, A=Q\ A le complémentaire dans Q de A.
Cela n’a absolument rien & voir avec I'adhérence topologique, donc.

Définition 1 : Tribu
Soit Q un ensemble. On appelle tribu sur Q toute partie « de 22(Q) telle que
() geo
(i) Stabilité par passage au complémentaire : Ae of — Ae o/
+00
(iiiy Stabilité par réunion dénombrable : Si (4,), est une suite d’éléments de A, | Ane o/
n=0

Le couple (Q,«) est appelé espace probabilisable, et les éléments de « ses événements.

Exemple
E4 - 22(Q) est une fribu sur Q (dite discréte)
E5 — {@,Q} est une tribu sur Q (dite grossiére)

E6 — Si A est une partie non vide de Q, distincte de Q, la plus petite tribu sur Q contenant A est {@,A,Z,Q}.

Le vocabulaire vu en premiere année reste valable :
m Si Ae o/, A est|’événement contraire (qui est bien un événement).
m L'événement o est appelé événement impossible.
m On dit que deux événements A et B sont incompatibles lorsque AnB = 2.

Ne pas confondre issue = résultat = réalisation avec événement!

D’apres le programme officiel, la manipulation de fribu n’est pas un objectif du programme : elles servent de cadre
théorique mais, dans la pratique, on n’attend pas nécessairement de les préciser.

Propriété 1 : des tribus

Une tribu est stable par réunion finie, par intersection dénombrable, par intersection finie.
Ainsi dit, si «f est une fribu sur Q,

() Qe

+00
(ify Si (Ap)nen €St Une suite d’éléments de «f, (| Ay €

n=0

N N
(iify Si (An)o<n<n €5t une famille finie d’éléments de o, | J A €t et (| Ap €A

n=0 n=0
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Définition 2 : Probabilité

Soit (Q, /) un espace probabilisable. Une probabilité sur (Q, «#) est une application P définie sur « telle
que
() YAeos P(A)€0,1]
(i) P@)=1
(i) o-additivité : Si (A,),.en est une suite d’événements deux a deux disjoints (incompatibles), ZIP(A,,)

+00 +00
converge et P ( L] An) =) P(Ap).

n=0 n=0

On dit alors que le triplet (Q, <, P) est un espace probabilisé.

Propriété 2 : d’une probabilité

Soit (Q, <7, IP) un espace probabilise, A et B des événements.

(i P@)=0.
(i Si A et B sont deux évenements incompatibles, P(Au B) = P(A) + P(B).
N N
Plus généralement, P| || An|= ) P(A,).
n=0 n=0

(i SiAc B, P(B\ A)=P(B)-P(A).Si A et B sonf quelconques, P(B\ A) =P (B) - P(AnB).
(V) P(AuB)=P(A) +P(B)-P(ANB)
(V) Croissance :si Ac B, P(A) <PP(B).

Démonstration

Prendre des A, vides. [ |

Remarque
R2 — Pour frois événements,

P(AuBUC) =PA)+PB)+P(C)-P(AnB)-P(AnC)-P(BNC)+P(AnBNC).

Et plus généralement, Formule de Poincaré (HP) : pour foute famille (A1, ..., Ay) € 2(Q)",

n
P(AU-UAD =Y PA)- Y. PUANnAD+ Y PANAnAY++(D"TP(A NN Ap)
i=1 1<i<j<n 1<i<j<k<n

((—l)k_1 > P(A; n--NA;)

1<i1<i2<~-<ik<n

Il
kel
M=

A

iel

A

iel

): Y pie

1e([L,n]) 1e2([1,n])

n
= 1;1 ((—1)k‘1 Y P

qui peut se montrer par récurrence par exemple, ou, plus simplement, en remarquant que

n n __
P UAi):l—IP M A; :I—E(Itmn X):---
i=1 i=1 =17
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Propriété 3 : Probabilité d’une réunion au plus dénombrable

Si (A)ie; est une famille au plus dénombrable d’événements deux G deux incompatibles, alors

L] A,-) =Y P(A).

iel iel

(IP(A));e; €St sommable et P

Démonstration

C’est immédiat si I est fini, et sinon, via une énumération de I, on se raméne A une somme sur IN et & la o-
additivité. [

Définition 3 : Distribution de probabilités

Soit Q un ensemble. On appelle distribution de probabilités sur Q foute famille d’éléments de R* in-
dexée par Q et somme (finie) égale a 1.
On appelle support d’une telle distribution (p.) . I'ensemble {w € Q, p,, #0}.

Propriété 4 : Support au plus dénombrable

Le support d’une distribution de probabilités est foujours au plus dénombrable.

Démonstration

C’est une propriété connue des familles sommables. [

Cas trés simple : univers fini

Si Q est fini, on prend généralement o = 22(Q)), et la propriété de o-additivité est équivalente & la propriété

Si A et B sont deux événements disjoints, alors P(AL B) = P(A) + IP(B).

Propriété 5 : Probabilité finie associée a une distribution

SiQ={w,...,wnm}, P est entierement définie par la donnée d’une distribution de probabilités (pw,), << m
felle que pour tout i € [1,m], P (fw;}) = pw,. Et, pour foute partie A de Q,

PA) =Y Poh =Y po

weA weA

Les probabilités des événements élémentaires déterminent donc P.

Démonstration

Comme en MP2I, [ |

ﬂ Cas simple : univers dénombrable

Ici, on garde la propriété de o-additivité, que I'on ne peut plus remplacer par la simple addifivité.
Ici encore, il Ny a pas d'obstacle & prendre la fribu « discréte », ¢’est-a-dire 22(Q). On obtient :
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Propriété 6 : Probabilité discréte associée a une distribution

Soit Q un ensemble dénombrable. Pour toute distribution de probabilités (py)wea. il €Xiste une unique
probabilité sur 22 (Q) telle que
YweQ, P({w}) = po

Cette probabilité vérifie
VAe2(Q), PMA=Y po

weA

Démonstration

Analyse-synthése. C’est une conséquence de ce qui a été vu dans le chapitre sur la sommabilité (sornmation
par paquets).

Donc, encore une fois, P est définie de maniére unique par les probabilités des singletons. Pour un univers fini ou
dénombrable, les tribus d’évenements n‘ont donc pas grand intérét.

H Cas moins simple : univers non dénombrable

Dans le cas ou I'univers est infini indénombrable c’est plus compliqué : on peut montrer que pour un tirage & pile
ou face infini non dénombrable, modélisé par 0,11 (non dénombrable par argument diagonal de Cantor), la seule
valeur possible pour le probabilité d’un événement élémentaire est... 0.

Pourquoi ? Infuitivement, si la probabilité d’obtenir un pile est p €]0,1[, alors la probabilité d‘obtenir n piles de suite de
va étre p" i 0... Donc, il est Iégitime de penser que I'événement « obtenir que des piles » a une probabilité nulle,

par exemple.
C’est donc moins simple, on en peut pas se contenter des événements élémentaires, mais complétement hors-
programme.

E Continuités croissante et décroissante

Propriété 7 : Continuité croissante

Soit (Ap) new UNe suite croissante (pour I'inclusion) d’événements :

VnelN, A,c Ay

Alors
+00o
P(AR) P ( U An)
k—+00 n=0
Remarque
+00
R3— Continuité car | J A, est en quelque sorte la «limite » de la suite croissante (A,) -
n=0
k
Remarquons aussi que A = | An.
n=0
Démonstration

(P(Ag)) ey €St UNe suite croissante majorée donc convergente vers ¢ € [0,1].

+00 +00
Or, on remarque, par croissance, que | An = | | (Ax\ Ap—1) en notant A_; = @, donc par o-additivité,
n=0 n=0
+00 +0oo
Pl U An|=) PUA)-PAp_1)=€-0
n=-1 n=0

par croissance puis télescopage.
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Corollaire 1 : Limite d’'une probabilité d’une réunion

Soif (Ap)nen UNE suite quelconque d’événements, alors

P

k
U 4n
n=0

P (O;A)

k—+o00

Propriété 8 : Continuité décroissante

Soit (Ap) new Une suite décroissante (pour I’inclusion) d’événements :
VnelN, A1 c Ay,

Alors
P(Ay)

(1)

k—+o00

Démonstration

Il suffit de passer au complémentaire.

Corollaire 2 : Limite d’une probabilité d’une intersection

Soit (Ap)nen UNe suite quelconque d’événements, alors

P

k
[ An
n=0

(1)

k—+o00

Inégalité de Boole

Propriété 9 : Inégalité de Boole

Soit (A)nen Une suite quelconque d’événements. Alors, dans [0, +oo],

+00 +00
IP(U An) <Y Py
n=0 =0

=

Remarque
+00
R4 - OU, sila série & tfermes positifs )" IP(A,) diverge, on lira la formule P | A, | < +o0, ce qui ne dit rien.
n=0

Si la série converge et a une somme > 1, le résultat ne dit rien non plus.

Démonstration

Par récurrence sur n, on montre facilement (comme en premiére année) que pour tout k € NN,

k k
PlU An| 2> Z P(A,) et on conclut en faisant k — +oo et en utilisant le corollaire de la continuité croissante.
n=0

n=0
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B Négligeabilité

n Evénements négligeables

Définition 4 : Evénement négligeable

On dit qu’un événement A est négligeable lorsque P(A) = 0.

Remarque

R5 - L'événement impossible est négligeable.
Un événement négligeable n’est pas en général impossible.

Exemple

7 — Dans le jeu de Pile ou Face infini, I'événement «la piece donne Pile un nombre fini de fois » est négligeable.

Propriété 10 : Réunion finie ou dénombrable

Une réunion (respectivement intersection) finie ou dénombrable d’événements négligeables est né-
gligeable.

Démonstration

Conséqguence de I'inégalité de Boole. [

Propriété 11 : Partie d’un événement négligeable

Si A et B sont deux événements tel que Ac B, si B est négligeable, A I’est.

Démonstration

C’est la croissance. [ |

H Evénements, propriétés presque sir-e-s

Définition 5 : Evénement presque sr

Un événement A est presque sir, ou presque certain, lorsque P(A) = 1, ce qui équivaut & dire que A
est négligeable.

Une propriété est dite presque sire lorsque I'ensemble des éléments de Q qui ont cette propriété est
un événement presque sar.

Propriété 12 : Réunion, intersection au plus dénombrable

Toute réunion (respectivement intersection) finie ou dénombrable d’événements presque sars I’est
encore.
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m CONDITIONNEMENT ET INDEPENDANCE

Les notions vues en premiére année se généralise sans probléme particulier.

Il Conditionnement

Définition 6
Soit (Q,<7,P) un espace probabilisé, B un événement tel que P(B) > 0. Pour tout événement Ae o/, on
définit la probabilité conditionnelle de A sachant B par
P(ANB)

Pp(A) =P(AIB) = P®)

(Se lit en général « probabilité de A sachant B »)

Remarque

R6 — A II'n"y a toujours pas d’« événement conditionnel A|B » (€lément de &) : ce n’est qu’une notation signi-
fiant qu’on se place en observateur de I'événement A sachant que I'événement B est déja réalisé.

Mais la notation IPg peut aussi étre frompeuse, car c’est la méme que celle de la loi d’une variable aléatoire.

Propriété 13 : Probabilité... conditionnée

Pg: Ae o/ — P(A|B) est une probabilité sur (Q, <f).

Démonstration

Seule la g-additivité demande un peu de travail, mais rien de bien sorcier : si les A, sont deux & deux disjoints,

+00 +00
L] An|nB= | ] (AnnB) permet de I'obtenir sans encombre. [ |
n=0 n=0

les A, n B le sont et

... et donc tfoutes les propriétés des probabilités, toutes les formules qui vont suivre peuvent étre appliquées & des
probabilités conditionnelles.
Lorsque gque plusieurs conditions s’enchainent, il suffit de les intersecter : « P(A|B|C) » =P (A|B) =IP(AIBN ().

E Probabilités composées

Propriété 14 : Formule des probabilités composées

Soitn>2, Ay,..., A, des événements de I'espace probabilisé fini (Q,«/,P) tels que P(A;n---n A,_1) > 0.

PAin---nAy)=P(A) xP(A2 | A1) xP(A3 | AinAy) x--xP(Ay | Ain---NAp_q)

Remarque

R7 - A nouveau, cela correspond & notre intuition : on réalise Ay, puis A, sachant que A, I'est, puis Az sachant que
Ay et Ay le sont, efc. On se sert donc en général de cette formule lorsque I'on a des événements successifs,
chronologiques.
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Démonstration

Remargquons que comme pour tout k< n, Ajn---NAy—1 € ApN---N Ag, pour tout k, P(A;n---n Ag) >0 et donc fous
les termes ont un sens.

n-1 1P (An--NAj) P(A1 NN Ap)
P(A P(Ajs1 1 Ain---nA;)=P(A — " =PUAPXx——————
( 1)><l1:[1 (Aj1 1 A1n---nA;) =TP( 1)><i:l_[1 PlArn—nA) (Aq) x PAD
car le produit est télescopique. [

Probabilités totales

Définition 7 : Systeme complet et quasi-complet d’événements

Soit (Q,P) un espace probabilisé, I un ensemble fini ou dénombrable. On dit que la famille (A;);er
d’événements est un systéme complet d’événements lorsque

(i#)) = (AinAj=02) et [ JA=Q

iel
On dit que la famille (A;);c; d’événements est un systéme quasi-complet d’événements lorsque

(i#)) = (Ain4dj=2) et Y PUA)=1

iel

Remarque
R8 — Si on impose de plus les A; non vides, ce qui se fait parfois, {4;};¢; €st une partition de Q.
R9 — Un systéeme complet d’événement est quasi-complet, mais la réciproque est fausse.

Propriété 15 : Formule des probabilités totales

Si (Aj);er OU I est fini ou dénombrable est un systeme complet d’événements, alors pour fout événe-
ment B,
P(B)=) P(BnA)

iel
Si, de plus, pour fout i, P(A;) >0,
P(B) =Y PB| A)P(A;) =) P(A)P 4, (B).

iel iel

Si certains événements sont négligeables, alors les Bn A; le seront aussi et il suffit de remplacer la
somme pour i €1 parla somme pourie J={iel, P(A;)>0}.

Démonstration

Le fait d"avoir un sce permet d'écrire B=|_| (Bn A4;). |
i€l

Remarque

R10 - La formule des probabilités totales est utile lorsque I'on fait une expérience aléatoire en plusieurs étapes. Elle
permet de raisonner par disjonction de cas, suivant le résultat de la premiere étape.

/\ ne pas confondre P(Bn 4;) et P(B | A;)!
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Exercice 1:CCINP 101

Dans une zone désertique, un animal erre entre trois points d’eau A, B et C.

A linstant =0, il se trouve au point A.

Quand il a épuisé I'’eau du point ol il se trouve, il part avec équiprobabilité rejoindre I’'un des deux autres points
d’eau.

Leau du point qu’il vient de quitter se régénére alors. Soit n e N.

On note 4, '’événement «I’'animal est en A aprés son n®Me trajet.
On note B,, 'événement «I’animal est en B aprés son n'®M€ trajet».
On note C,, 'événement «I’'animal est en C aprés son »n'®™€ trajet».

On pose P(Ay) = an, P(By) = by, et P(Cp) =cp.

1. (a) Exprimer, en le justifiant, a,.,, en fonction de a,,, b, et ¢,.
(b) Exprimer, de méme, b, et ¢4+ en fonction de a,,, b, et ¢,.

0 12 1/2
2. On considére la matrice A=| 12 0 12

12 1/2 0

(a) Justifier, sans calcul, que la matrice A est diagonalisable.
1 P . i
(b) Prouver que - est valeur propre de A et déterminer le sous-espace propre associé.

(c) Déterminer une matrice P inversible et une matrice D diagonale de ./ (R) telles que D= P~ AP.
Remarque : le calcul de P~! n’est pas demandé.

3. Montrer comment les résultats de la question 2. peuvent étre utilisés pour calculer a;,, b, et ¢;, en fonction de
n.
Remarque : aucune expression finalisée de a;, b, et ¢, n’est demandée.

1. (Q) (Ap, By, Cp) est un systéme complet d’événements donc d’apres la formule des probabilités totales :
P(Ap+1) = P(Aps1lAp) P(Ap) + P(Aps1|Br) P(By) + P(Ap+11Cr) P(Ch).

donc ay+1 =0ap + bp + Lc, c'est-0-dire ani1=1bn+1cn.
(b) De méme, by41 = %an + %cn et cpe1 = %an+ %bn.
2. (a) Aestsymétrique a coefficients réels, donc elle est diagonalisable.
1 1/111 1
b) A+-I3==|111|doncrg|A+=I3|=1.
©) A+31s 2(111) g( 23)
Donc -3 est valeur propre de A et dimE_; (4) =2.
2
. 1 . . 11(0
L'expression de A+ 513 donne immédiatement que E_1 (A) =Vect(( 01)( 11)).
3 WAV
(c) Puisque tr(4) =0, on en déduit que 1 est une valeur propre de A de multiplicité 1.
A étant symétrique réelle, les sous-espaces propres sont supplémentaires sur R3 et orthogonaux deux &
deux. N
P i
On en déduit que R3 = E_; (A) ® E; (4), donc que Ej (A) = (E_l (A)] .
2 2

Donc Ej (A) = Vect ([i])

110 1 0 0 1
En poson’rP:(l 0 1 ) etD=|0-1/2 0 |,onaalorsD=P " AP.
1-1-1 0o 0 -1/2
, . . An+1 Aan
3. D’apres la question 1., (b,m) = A(hn)
Cn+1 Cn
2 an ap
Et donc on prouve par récurrence que : VneN, (bn) = A" (bo)
Cn Cco
OrA= IZZDP_I donc A" = pp"pL,
0
Donc (b:) - pp"p-! (bo)
Cn Co

Or, d’apres I'énoncé, ap =1, by =0 et ¢p =0 donc :
1 0

o 0 1y 0 =i {3
(?ﬁ)zp(o(_é) (—;)")P )
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Exercice 2: CCINP 107

On dispose de deux urnes U; et Us.
L'urne U; contient deux boules blanches et trois boules noires.
L'urne U, contient quatre boules blanches et trois boules noires.
On effectue des tirages successifs dans les conditions suivantes :
m On choisit une urne au hasard et on tire une boule dans I'urne choisie.
m On note sa couleur et on la remet dans I'urne d’ol elle provient.
m Sila boule tirée était blanche, le tirage suivant se fait dans I'urne U;.
m Sinon le tirage suivant se fait dans I'urne Us.
Pour tout n e N*, on note B,, 'événement « la boule tirée au ni®Mme tirage est blanche » et on pose p,, = P(B,).

1. Calculer p;.
. 6 4
2. Prouverque:vVneN*, p,i1 = —gpn+ =
3. En déduire, pour tout entier naturel » non nul, la valeur de p,,.

1. Notons U; I'événement le premier tirage se fait dans I’'urne U;.
Notons U; I'événement le premier firage se fait dans I'urme U,.
(U1, Us) est un systeme complet dévénements.
Donc d’aprés la formule des probabilités totales, py = P(B1) = Py, (B1)P(Ut) + Py, (B1)P(Uz).

2 1 4 1 17
DonC pyj==x-+=-x-=—
5 2177 2 35

On adonc p; = =
2. Soit ne N*,
(B, Bn) €st un systéme complet d’événements.
Donc, d’aprés la formule des probabilités totales, P(By+1) = Pg,(Bn+1)P(By) + PB—n(BnH)P(B_n).

" , 2 4
Alors en fenant compte des conditions de tirage, on a p,+1 = TP+t ;(1 —Pn)-
4

6
Donc,VneN*. ppr1=——pn+-=.
35 7

. 6 4
3. VvneN*, ppi1 :—£pn+;.
Donc (pn)nen+ €St une suite arithmético-géométrique.

. 0 . 6 4 20
On résout I'équation I = —£l+ = et on frouve [ = i

On considére alors la suite (uy) pen+ définie par: VneN* |, u, = pj— 1.

6 6 n—1
(un) nen+ €St géométrique de raison — donc,VneN*, u, = (_ﬁ) uj.
17 20 3
Oruj=p1-l=—-—=-——.
=12 35 41 1435
o . o 3 6\ 20
On en déduit que, VneN*, p, =uy, +1, c'est-a-dire p,, = - +

1435\ 35 41

ﬂ Formule de Bayes

Propriété 16 : Formule de Bayes

Si A, B sont des événements non négligeables, alors

_PB|APA
el ey P(B)
Si, de plus, A n’est pas négligeable,
P(A| B) = P(B | A) P(A)

P(B| 4) 1P(A)+]P(B|Z) IP(Z).
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Plus généralement, si (A;)ier (I fini ou dénombrable) est un systéme complet d’événements non négli-
geables, on a

PB | A;) P(A;
Viel TP(A;|B)= (B | 4;) P(A;) .
Y P(B | AP(Ag)
kel
Démonstration
P(A|B)P(B)=IP(AnB)=P(B | A) P(A).
Remarque
R11 - Formule permettant de remonter le temps, appelée aussi formule de probabilité des causes.

Exercice 3 : CCINP 105
1. Enoncer et démontrer la formule de Bayes pour un systéme complet d’événements.
2. On dispose de 100 dés dont 25 sont pipés (c’est-a-dire truqués).
Pour chaque dé pipé, la probabilité d’obtenir le chiffre 6 lors d’un lancer vaut %

(a) On tire un dé au hasard parmi les 100 dés. On lance ce dé et on obtient le chiffre 6.
Quelle est la probabilité que ce dé soit pipé ?

(b) Soit neN*.
On tire un dé au hasard parmi les 100 dés. On lance ce dé n fois et on obtient » fois le chiffre 6.
Quelle est la probabilité p,, que ce dé soit pipé ?

(©) DéterminernliT pn- Interpréter ce résultat.
—+00

2. (a) On tire au hasard un dé parmiles 100 dés.
Notons T I'événement : «le dé choisi est pipé».
Notons A I'événement :« On obtient le chiffre 6 lors du lancer ».
On demande de calculer PA(T).

Le syst&me (T, T) est un syst&me complet d’événements de probabilités non nulles.

0 F 25 1 — 3
On a d’ailleurs, P(T) = — = - et donc P(T) = -.
100 4 4

Alors, d’aprés la formule de Bayes, on a:

X

_ P(T)Pr(A) _
P(A)P(T) + P5(A)P(T)

N~

PA(T)

X — +

N | =
e N
| =N =
X

W

(o) Soit neN*.
On choisit au hasard un dé parmi les 100 dés. N
Y k€ [1,n], on note Ay I'événement « on obtient le chiffre 6 au k'°™€ lancer ».
n

On pose A= ) A.
k=1
On nous demande de calculer py, = PA(T).
Le systéme (T, T) est un systtme complet d’événements de probabilités non nulles.

L 25 1 _
On a d’ailleurs, P(T) = — = — et donc P(T) = 3.
100 4

Alors d’apres la formule de Bayes, on a :

. P(1)Pr(4)
pn=Pa(T)= —
Pr(A)P(T) + PH(A)P (T]
1 (1)
i E) 1
DonCpn: 1)” 1+ G 3: . i
(2 “27\6) T4 3n-1
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(¢) VreN*, p, =

1 1
T 3n—1
Ce qui signifie que, lorsqu’on effectue un nombre élevé de lancers, si on n‘obtient que des 6 sur ces

lancers alors il y a de fortes chances que le dé tiré au hasard au départ soit pipé.

Donc nlirfoo pn=1.

m EVENEMENTS INDEPENDANTS

Il Couple d’événements indépendants

Définition 8 : Indépendance de deux événements

Deux événements A et B d’un espace probabilisé (Q,«,P) sont dits indépendants lorsque
P(AnB) =P(A) x P(B).

On note A I B lorsque A et B sont indépendants.

Propriété 17 : Caractérisation par probabilités conditionnelles

Deux événements A et B d’un espace probabilisé (Q,</,PP) tels que P(B) > 0 sont indépendants si et
seulement silP(A | B) =P(A).

Remarque
R12 — Cela tfraduit bien notre infuition : que B soit réalisé ou non, la probabilité de A ne change pas.
R13 — Bien sQr, si P(A) >0, cela s’écrit aussi IP(B | A) = P(B).

R14— A Ne pas confondre I'indépendance de deux événements et le fait qu’ils soient incompatibles. Ces no-
fions s’excluent en général. En effet, si A et B sont incompatibles, AnB =, donc P(AnB) =0. Si A et Bsont de
probabilité non nulle, ils ne sont pas indépendants. (Ce qui se comprend car Ac B par exemple).

R15 — Contrairement al'incompatibilité qui est une notion ensembliste, I'indépendance est une notion probabiliste :
elle dépend de la probabilité dont est muni Q.

R16 — |l n"est pas toujours facile de prédire si deux événements sont indépendants.

Naturellement, si deux événements sont indépendants, leurs complémentaires le sont. Plus précisément :

Propriété 18 : Indépendance et complémentaire

Si deux événements A et B d’un espace probabilisé (Q, <f,IP) sont indépendants, alors
m A et B sont indépendants,
m A et B sont indépendants,
m A et B sont indépendants.

Démonstration
m P(AnB)=P(A) -PANnB)=PA)1-PB)=PAP(B).

m l[dem.
m d’aprés les deux premieres. [

Remarque
R17 — Si A, B sont indépendants et A, C aussi, on ne peut rien dire en généralde Aet BnC et de Aet BuC.
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Exercice 4

On lance deux dés équilibrés et I'on considére les événements A « le premier dé améne un nombre pair », B
«le second dé améne un nombre pair » et C « les deux dés aménent des nombres de méme parité ».

Montrer que 4, B, C sont deux & deux indépendants mais que A n’estindépendant nide BnC, nide BuC. Q= [1,6]?,
probabilité uniforme.

P(A)=PB)=P(«C)=3.P(AnB) =P(BnC)=P(AnC) =1.

P(AnBNnC)=PBNC) = ;} #ZP(APBNO).

P(BUC)=4+3-1=

(e8]

’

P(An(BUC))=P(AnB)=P(BNC) = 711 #PAPBUC).

E Famille d’événements indépendants

Définition 9 : Evénements indépendants vs 2 & 2 indépendants

Soit (A4;);e; avec I fini ou dénombrable une famille d’événements.
m Les A; sont dit deux & deux indépendants lorsque pour tout i # j, A; et A;j sont indépendant, c’est-
a-dire que P(A; n Aj) = P(A)P(A)).
m Les A; sont dit indépendants, lorsque pour toute partie finie 7 de I,

P

A

i€]

=[]P4.
ie]

Remarque

R18 — C’est une propriété tres forte : elle demande de vérifier Enormément conditions! En général, les espaces
probabilisés sont construits pour avoir des événements indépendants et on n'a donc pas a le vérifier a la
main.

R19 — L'indépendance est stable par extraction de sous-familles.

Propriété 19 :Indépendants=2a2 1

Siles A; sont indépendants, alors ils sont deux & deux indépendants.
La réciproque est fausse si n > 3.

Démonstration

Prendre |I| = 2.
Dansl’exemple précédent, A, B, C sont deux & deux indépendants mais ne sont pas indépendants globalement.
|
Remarque

R20 — Aftention c’est I'inverse des nomibres premiers / polyndmes entre eux :
indépendants globalement = deux d deux.

R21 — Siles événements A; sont deux & deux indépendants et si pour fout i on pose B; = A; ou A;, alors les B; sont
deux a deux indépendants d’apres la propriété vue précédemment. Cela se généralise aux événements
indépendants :
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Propriété 20 : Passages au complémentaire dans I'indépendance

Siles événements A; pour i € 1 sont indépendants et si pour fout i € I on pose B; = A; ou A;, alors les B;
sont indépendants.

Démonstration
(réutiliser le cas de deux événements) On suppose I fini, ce qui ne nuit pas a la généralité, car I'indépendance

est celle de toute sous famille finie.
On suppose que B = A, et sii#k, B;=A; (I ny a qu'un complémentaire).

Alors, si J est une partie non vide de I,

[ Soi‘rkee],IP(ﬂB,-):IP N4 |=T]P@A)=]]PB.
ie] ie] ie] ie]
m Sike],
IP(ﬂBi)zlP( N A;nAg =]P( N 4 |-P|N 4= ] PA)-TIPAyY
i€] ieJ\{k} ieJ\{k} i€e] ieJ\{k} ie]
=1-PA)) [] PUA)=PA) [ PUA)=[]P®B.
ieJ\{k} ieJ\{k} ie]

Puis récurrence sur le nombre de complémentaires.

Exercice 5 : Indicatrice d’Euler
Soit Q = [[1,n] ol n est un entier non premier supérieur ou égal a 2, muni de la probabilité uniforme. Si d|n, on

note A, =1{kd | ke Qetkd e Q}.
1. Quelle est la probabilité de 4, ?
2. Soit P 'ensemble des diviseurs premiers de n.
(a) Démontrer que (4) ., est une famille d’événements indépendants.
(b) En déduire le cardinal ¢(n) de ’ensemble A des nombres inférieurs ou égaux & n et premiers avec n
(indicatrice d’Euler).

1. P(ag) = |Aal a_1
ol T d
2. (@ Si p1,...,p, sont des diviseurs premiers deux & deux distincts de n, comme ils sont premiers,
?
N Ap; = Apy--p,-
j=1
l ¢
g erlAP] IP(APl Pe)—p U (Alﬂj)'

(b) Les A, sont aussi indépendant, A= [ 4p, P(A) = # =11 ( 1).
peP peP p

Exercice 6
Si Al, L Ap sont indépendants, 1 <

-ﬂA et ﬂ Aj,

i= p+1

tﬂA

i= p+1

A; et U A,
i=p+1

p < n-1, Montrer que les événements suivants sont indépendants :

[
lC“ 0

n
C~

Il
—

m Direct,

B Ay,...,Ap, Aps1,..., Ay sONt indépendants, par le premier point, sont indépendants ﬂA et ﬂ A= U 4
i=1 i=p+1 i=p+1

donc sont indépendants ﬂ A; et U A;.
i=1 i=p+1

m idem avec Al,...,Ap,ApH,...,A,,.
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m VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES

On se donne une espace probabilisé (Q, <7, 1P).

Il Définition

Définition 10 : Variable aléatoire discréte

Soit E un ensemble quelconque. Une application X : Q — E est appelée variable aléatoire discréte
sur (Q, <, P) lorsqu’elle vérifie
() X(Q) =ImX ={X(w),w € Q} € Z(E) est fini ou dénombrable.
(i) Pour fout xe X(Q), X' ({x}) = {w € Q, X(w) = x} € «/ &t est noté (X = x).
Elle est dite réelle lorsque E c R.

Remarque

R22 - La notation (X = x) est un peu déroutante, cela revient par exemple & noter 77 = sin™! ({0}) = (sin = 0).
Si A est une partie de E, on note (X € A) I'événement X~ 1(4) = we Q, X(w) € A}.

R23 — On note aussi, pour une variable aléatoire réelle,

(X< =X"'1-00x])={weQ, X <x}

et on introduit de la méme fagon, (X <x), (X > x), (X > x).

R24 — Enfin, si f est une fonction définie sur X(Q), on note f(X) la fonction fo X. Est-ce une variable aléatoire ? Oui.
Voir ci-apres.

R25 — La deuxieme condition est & pour qu’on puisse calculer la probabilité P(X = x) pour fout x € X(Q).
Sixe E\X(Q), (X =x) =% e« également.

R26 — On ne demande pas que E soitf fini ou dénombrable, seulement que X (Q) le soit : si des valeurs de E ne sont
pas afteintes, on peut s’en débarrasser.

On ne demande pas non plus que I'univers Q soit fini ou dénombrable.

R27 — Lorsque I'univers est fini ou dénombrable, on choisit « = 2(Q) et foute fonction de Q dans E est une variable
aléatoire discréte.

Exemple : fondamental
E8 — Si F événement de |'univers Q, alors

Q — {01}
1p: 1 SiweF
w e
0 SiwgF

est une variable aléatoire.
Plp=1)=PF et PAp=0)= P(ﬁ),

Propriété 21 : SCE associé a une variable aléatoire

X est un systéme complet d’événements appelé systéme complet d’événements associé
X€E

(oc=)
ax.
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Remarque
R28 — On peut remplacer X(Q) par E, ce qui revient & gjouter des ensembles vides.

Démonstration

Les (X = x) sont deux & deux disjoints de réunion Q. [ |

Propriété 22 : Les parties de x(Q) sont des événements

Soit X une variable aléafoire discrete sur (Q,«/,P). Alors pour toute partie A de X(Q), (X € A) e .

Démonstration

A est finie ou dénombrable et A= | |{x} donc (XeA) = | |(X=x)eo. u
XEA XeA

Propriété 23 : Une fonction d’'une v.a.d. est une v.a.d.

Si X : Q— E est une variable aléatoire discrefe, si f : E — F est une fonction (ou application) quel-
conque, alors fo X, notée f(X) est une variable aléatoire discrefe.

Démonstration

On a bien que f(X):Q— F avec f(X)(Q) = f(X(Q)) fini ou dénombrable et si y € f(X)(Q).

(fX=p=weq, fXw)=p={weq X@ef m}=(xer e 8

E Loi

On fixe X une variable aléatoire discrete sur (Q, «/,1P).

Définition 11 : Loi d’une v.a.d.

L'application
2(XQ) — R
A — P(XeA

est appelée loi de X.

Propriété 24 : La loi est une probabilité

Py est une probabilité sur I'espace probabilisable (X(Q), 2 (X (Q))).

Remarque
R29 — Comme X (Q) est au plus dénombrable, il n"est pas choquant de choisir 2(X(Q)) comme tribu.

PROBABILITES - PAGE 21 SUR 62



LYCEE LECONTE DE LISLE — LA REUNION

[Elggse il
HTTPS://MPI.LECONTEDELISLE.RE I I i:ld B
bt

Démonstration

On revient a la définition :

m Pour tfout Ae 2(X(Q)), Px(A) =P(Xe€ A)€[0,1]
m Px(X(Q)=P@Q)=1.
m o-additivité : Si (4,,), est suite de parties deux & deux disjointes de X(Q).

Px =Y PXeAp) =) Px(4n)

nelN nelN

Ll An

nelN

:IP( L] XeAp
nelN

Propriété 25 : Expression de la loi de x

Si Ae 2(X(Q), Px(A) = Y Px(lah =Y P(X=a).

acA acA

Démonstration

Il suffit de décomposer dans le s.c.e adapté a X.

Corollaire 3

La loi de X est uniquement déterminée par la donnée de (P(X = x))xex(q). famille sommable de réels
dans [0,1] de somme 1.

Remarque
R30 — Ainsi, pour décrire la loi d"une variable aléatoire, on se contente de préciser X(Q) et les P(X = x) pour x € X(Q).

On verra plus loin les lois usuelles & connaitre parfaitement.

Notation 1: ~

Si X et Y suivent la méme loi, on note X ~ Y.
Si X suit une loi &, on note X ~ £.

Exercice 7 : CCINP 109
Soit n e N*. Une urne contient n boules blanches numérotées de 1 & n et deux boules noires numérotées 1 et 2.
On effectue le tirage une & une, sans remise, de toutes les boules de I'urne.
On note X la variable aléatoire égale au rang d’apparition de la premiére boule blanche.
On note Y la variable aléatoire égale au rang d’apparition de la premiére boule numérotée 1.

1.

Déterminer la loi de X.

2. Déterminerlaloide Y.

1.

X =[13].

Vie[1,n], on note B; la i®M boule blanche.

vie[1,2], on note N; la iMe boule noire.

On pose E = {By, By, ..., By, N1, Na}.

Alors Q est I'ensemble des permutations de E et donc card(Q) = (n+2)!.

(X =1) correspond aux tirages des (n+2) boules pour lesquels la premiére boule tirée est blanche.
On a donc n possibilités pour le choix de la premiére boule blanche et donc (n+1)! possibilités pour les tirages
restants.

!
Donc p(x=1)= X+t _ 1

(n+2)!  n+2’

(X =2) correspond aux tirages des (n +2) boules pour lesquels la premiere boule tirée est noire et la seconde
est blanche.
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On a donc 2 possibilités pour la premiére boule, puis n possibilités pour la seconde boule et enfin n! possibilités
pour les tirages restants.
2xnx(n) _ 2n

(n+2)!  (n+D(n+2)’

Donc P(X=2)=

(X = 3) correspond aux firages des (n +2) boules pour lesquels la premiére boule et la seconde boule sont
noires.

On a donc 2 possibilités pour la premiére boule, puis une seule possibilité pour la seconde et enfin n! possibilités
pour les boules restantes.

2x1x(n)! _ 2

Donc P(X=3)= = .
(n+2)! n+1)(n+2)

Autre méthode :
Dans cefte méthode, on ne s’interesse qu’aux “premieres” boules tirées, les autres étant sans importance.
X(Q) =[1,3].

(X =1) est I’'événement : “obtenir une boule blanche au premier tirage”.
nombre de boules blanches  n

Donc P(X=1)= - = .
( ) nombre de boules de l'urne  n+2

(X =2) est 'événement : “ obtenir une boule noire au premier tirage puis une boule blanche au second
firage”.
2 n 2n

D'ou P(X=2)= x = 0
n+2 n+l1 (m+2)(n+1)

les tirages se faisant sans remise.

(X =3) est I'événement : “obtenir une boule noire lors de chacun des deux premiers tirages puis une boule
blanche au troisieme tirage”.
1 n 2

X — X —= —
n+2 n+l1 n (@m+2)(n+1)

D'ol P(X=3)= les tirages se faisant sans remise.

2. Y@ =[1,n+1].
Soit ke 1, n+1].
L'événement (Y = k) correspond aux tirages des (n +2) boules ol les (k- 1) premiéres boules tirées ne sont ni
By ni Ny et la k®Me poule tirée est B; ou N;.

On a donc, pour les (k—1) premiéeres boules tirées , (kf 1) choix possibles de ces boules et (k- 1)! possibilités

pour leur rang de tirage sur les (k—1) premiers tirages, puis 2 possibilités pour le choix de la k®Me pboule et enfin
(n+2 - k)! possibilités pour les rangs de tirage des boules restantes.

(kfl)x(k—l)zxzx(mz—k)! M me2-k)
Donc P(Y = k) = __(n—k+1)
(n+2)! (n+2)!
Donc P(y = k) = 2+2=K0
(n+1)(n+2)

Autre méthode :
Y(Q) =[1,n+1].

On note Ag I'événement “ une boule ne portant pas le numéro 1 est tirée au rang k”.

Soit ke [1,n+1].
Ona: (Y=k=A1NAxN..nAp_1NAL.

Alors, d’apres la formule des probabilités composées,
P(Y = k) = P(A1)P4, (A2)...P A0 asn..0 A, (k1P A 0 Asn..n Ay (AR)-

n n—1 n-2 n—(k-2) 2
P(Y=k) = X X X . X X
n+2 (n+2)-1 (n+2)-2 n+2)-(k-2) m+2)—(k-1)
n n-1 n-2 n—k+2 2
P(Y=k) = X X X ... X X .
n+2 n+l n n-k+4 n—-k+3
! _ |
PY=k=2 n! y (n—k+2)!
(n—k+1)! (n+2)!
p(Y:k):z(n_—k‘Fz).
n+2)(n+1)
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Exercice 8 : CCINP 104

Soit n un entier naturel supérieur ou égal & 3.

On dispose de n boules numérotées de 1 a n et d’'une boite formée de trois compartiments identiques égale-
ment numérotés de 1 & 3.

On lance simultanément les » boules.

Elles viennent toutes se ranger aléatoirement dans les 3 compartiments.

Chaque compartiment peut éventuellement contenir les n boules.

On note X la variable aléatoire qui d chaque expérience aléatoire fait correspondre le nombre de comparti-
ments restés vides.

1. Préciser les valeurs prises par X.
2. (a) Déterminer la probabilité P(X =2).
(b) Finir de déterminer la loi de probabilité de Xx.

3. (a) Calculer E(X).
(b) Déterminernlil}rl E(X). Interpréter ce résultat.
—+00

1. X@=[o,2].

2. (0) Pour que I'événement (X = 2) se réalise, on a 5 possibilités pour choisir les 2 compartiments restant

vides. Les deux compartiments restant vides étant choisis, chacune des n boules viendra se placer dans
le froisieme compartiment avec la probabilité 3

De plus les placements des différentes boules dans les trois compartiments sont indépendants.

one - (-]

(b) Déterminons P(X = 1).
Pour que I'événement (X =1) se réalise, on a (‘i’) possibilités pour choisir le compartiment restant vide.
Le compartiment restant vide étant choisi, on note A l'événement : «les n boules doivent se placer dans
les deux compartiments restants (que nous appellerons compartiment a et compartiment b) sans laisser
I'un d"eux vide».

Soit ke [1,n—1].
On note Aj I'événement : « k boules se placent dans le compartiment a et les (n - k) boules restantes
dans le compartiment b».
n-1
Onaalors A= | Ay.
k=1

Onavke[l,n—1], P(Ag) =

266

)
kI\3)
3 n-1 n—1
Donc P(X=1)= (1)P( U Ap =3 Z P(Ap) Car Ay, Ay, ..., Ap—1 sont deux & deux incompatibles.
k=1

Donc P(X=1) = 3::;1 (Z) (%)n = E)ln_l Zé (Z) = (%)n_l —2) - (%)n_l (2" —2).

1 n-1
Donc P(X:l):(g) (2™ -2).

£

k=0

-1 _
Enfin, P(X=0)=1- P(X=2)~ P(X = 1) donc Px=0)=1- (1) ~(3)" (2 -2).

1 n-1
DonCP(X:O):l—(g) (2™ -1).

Autre méthode :

Une épreuve peut étre assimilée & une application de [[1,n] (ensemble des numéros des boules) dans [1,3]
(ensemble des numéros des cases).

Notons Q I'ensemble de ces applications.

On adonc : card =3".

Les boules vont se “ranger aléatoirement dans les trois compartiments”, donc il y a équiprobabilité sur Q.

() L'événement (X = 2) correspond aux applications dont les images se concentrent sur le méme élément
de [1,3], c’est-a-dire aux applications constantes.
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5 3 1
ONC P(X=2)= 2 = =

(b) Comptons & présent le nombre d’applications correspondant & I'événement (X = 1), c’est-a-dire le
nombre d’applications dont I'ensemble des images est constitué de deux éléments exactement.
On a 3 possibilités pour choisir I'élément de [1,3] qui n'a pas d’antécédent et ensuite, chaque fois, il faut
compter le nombre d’applications de [1, n] vers les deux éléments restants de [1,3]. en excluant bien sCr les
deux applications constantes.
On obtient donc 2" -2 applications.

s 3x (2"-2) 1
D’ou P(X:I):S—n:gn__l(gﬂ_z).
Enfin, comme dans la méthode précédente, P(X = 0) = 1-PX = 2)-PX = 1) donc
P(X=0) =1—(§)"7l - [%)'H (2"-2).

n-1
3. (a) E(X)=OP(X=0)+1P(X=1)+2P(X=2)=(5) (2" -2)+2

2 n
Donc E(X):s(g) .

Oy . o 2\"
(b) D'apres 3I(O)’n£IPmE(X)_nHIPm3(§) =0.

Quand le nombre de boules tend vers +oo, en moyenne aucun des frois compartiments ne restera vide.

Propriété 26 : Loi de f(X)

Laloide Y = f(X) est donnée par v y € f(X(Q)),

PY=y=PfX)=p=PXef'yh)= )Y PX=x.
x| fx)=y

De la méme maniére, on obtient par exemple :

Propriété 27 : Loi d’'une somme, d’un produit

Si X et Y sont des variables aléaftoires,

PX+Y=2= )Y PX=xY=y)

Xy | x+y=z

et PXY=2= ) PX=xY=y)

xy | xy=z

m FAMILLES DE VARIABLES ALEATOIRES

Soit (Q, «/,P) espace probabilisé.

Il Définition et lois

n Couple de variables aléatoires discrétes

Les notions vues en premiére année se généralise sans probleme particulier.
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Définition — Propriété 1
Soit X, Y variables aléatoires discretes sur Q A valeurs dans E, E'. L'application
Q — ExEFE

Z:
0w — X(w),Yw))

est une variable aléatoire discréte appelée couple Z = (X, Y).

Remarque
R31— (X,Y)(Q) cX(Q) xY(Q) etilny apas égalité en général.
R32 — On note indifféremment ((X,Y) =(x,y) oU (X=x)N(Y =y) OU (X=xetX =y) OU (X =x,Y = y) ces é&vénements.

Démonstration

Z(Q) c X(Q) x Y(Q) est fini ou dénombrable.
Pour tout (x, ) € Z(Q), (Z=(x,y)=X=x)n(Y =y) e, ]

Propriété 28 : SCE associé & un couple

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires discretes. Alors la famille d’événements
(X,Y) = (x,) est un systeme complet d’événements appelé systéme complet d’éve-
yex@xv@ ©5F te let d'éve f: Ié systé let d’évé

nements associé au couple (X,Y).

Démonstration
Les événements sont bien disjoints deux & deux et

(X=0n¥=p)=0Q
(5 EX Q=Y (Q)

cartout we (X = X)) N (Y =Y (w)). |

Remarque
R33 — On sait donc que
m Si X et Y sont deux variables aléatoires discretes définies sur un espace probabilisé (Q, <7, P), le « couple »
(X,Y) : w— (X(w),Y ()

est une variable aléatoire discréte.

m Si Z : Q— E est une variable aléatoire discréte, si f : E — F est une fonction quelconque, alors foZ, notée
f(2) est une variable aléatoire discrete.

Et constatons que donc, si X et Y sont des variables aléatoires discretes réelles définies sur un méme univers
probabilisé, alors X + Y, XY, min(X, Y), max(X, Y) sont des variables aléatoires réelles discretes.

Bien sar, il y aussi T (Arctan (1 +X%+ Yz)), mais on N’a cité que quelques exemples frequemment utiles.

Pour calculer les lois :

PX+Y=2= ) PX=xY=y)

xy | x+y=z

et PXY=2= )Y PX=xY=y)

xy | xy=z
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n Loi conjointe

Définition 12 : Loi conjointe

Soit (X, Y) un couple de variable aléatoires discretes. On appelle loi conjointe de (X, Y) la loi Px,y) de
la variable aléatoire (X, Y).

Remarque

R34 — VU la propriété précédente, cette loi est déterminée par P(X = x,Y = y) pour (x,y) € X(Q) x Y(Q). Lorsque les
variables aléatoires sont finies, cette loi peut étre représentée dans un fableau & double entrée.

Exemple

E9 — On lance deux dés, X est la v.a. égale au plus grand des nombres, Y celle du plus petit. On pose Q = [1,6]?
muni de la probabilité uniforme. On obtient :

Y 1 2 3 4 5 6 |loideXx
X
1 1/36 0 0 0 0 0 1/36
2 /18 1/36 0 0 0 0 1/12
3 1/18  1/18 1/36 0 0 0 5/36
4 /18 1/18 1/18 1/36 0 0 7/36
5 /18 1/18 1/18 1/18 1/36 0 9/36
6 118 1/18 1/18 1/18 1/18 1/36 11/36
loide Y | 11/36 9/12 7/36 5/36 3/36 1/36 1)

Remarquons qu’on obtient la loi de X en sornmant les lignes et celle de Y en sommant les colonnes.

Lois marginales

Définition 13 : Lois marginales

Si (X,Y) est un couple de variables aléatoires discrétes, les lois de X et de Y sont appelées premiére
et seconde lois marginales du couple.

Propriété 29 : Loi conjointe détermine lois marginales

La loi conjointe de (X,Y) détermine les lois marginales de (X, Y) mais la réciproque est fausse.

Démonstration

PX=x)=P (|_|((X, V)= (x,y))) =) P(X=x,Y=y).ldem pour Y.
y y

Contre-exemple :

PROBABILITES - PAGE 27 SUR 62



y LYCEE LECONTE DE LISLE — LA REUNION

[Elggse il
HTTPS://MPI.LECONTEDELISLE.RE i:ld B
it

[Eleiaiis
\% , Y )
0 1 | loide X 0 1 | loide X
X X
0 /2 0 1/2 0 1/a 14 1/2
1 0 12 1/2 1 /4 14 1/2
loidey | 172 172 1 loideY | /2 1/2 )}
[ |

n Lois conditionnelles

Définition 14 : Loi conditionnelle

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires discretes. Pour tout x € X(Q) tel que P(X = x) # 0, la loi
conditionnelle de Y sachant (X = x) est la loi de Y pour la probabilité conditionnelle P x=y).
Elle est donc déterminée par, pour fout ye Y (Q),

PX=xY=y)

P =yl X=0="3x"%

Remarque

R35 — Les lois conditionnelles de Y sachant (X = x) et la loi de X permettent de déterminer la loi conjointe de (X, Y) :
m SoitP(X=x)=0etalorsP(X=x,Y=y)<P(X=x)=0donc P(X=x,Y =y)=0,
m Soit P(X=x)#0 et
PX=xY=p=PY =y| X=x)P(X=x).

Exemple
E10 - Lois conditionnelles de Y : Loi conjointe de (X,Y) :
Y Y
0 1 0 1 loi de X
X X
0 /4 3/4 0 1/10  3/10 2/5
1 2/3 1/3 1 2/5 1/5 3/5
oidey |12 12|

E Extension aux n-uplets

Définition 15 : n-uplets de variables aléatoires

Soit (X3,..., X,;) un n-uplet de variables aléatoires discretes. C’'est encore une variable aléatoire discrete
appelé vecteur aléatoire discret de dimension n.

La loi conjointe de (X;,..., X;) est déterminée par les P(X; = x1,..., X, = x,) oU pour fout i, x; € X; ().

Les lois de Xi,..., X, sont les lois marginales de (X, ..., X,,).
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Définition 16 : Loi conditionnelle pour » variables

Si x1,...,x,-1 sont fixés, tel que P(X; = x1,...,X,-1 = x,-1) > 0, la loi conditionnelle de X, sachant
(X1 =x1,..., X1 = x,_1) €st déterminée par

]P(Xl :xl»--an:xn)

PG =% | 20 = Filpooon Xp=il S 55p=1) =
( n n| 1 1 n-1 n 1) P(Xlle,--an—l:xn—l)

pour tout x;,.

Remarque
R36 — Lorsque I'on a la propriété

P (X1 =%41 | X1 = X1, X = ;) = P(Xj41 = %41 | X; = %)

(phénomeéne sans mémoire), on dit que la famille (X, ... X,) de variables aléatoires est markovienne.

Indépendance

n Cas d’un couple de variable

Définition 17 : Indépendance

Soient X, Y deux variables aléatoires discretes sur I'espace probabilisé (Q, <, 1P).
X et Y sont dites indépendantes si pour tfout (4, B) € 22(X(Q)) x (Y (Q)), les événements (X € A) et (Y € B)
sont indépendants, c’est-a-dire
P(Xe A YeB)=P(XeA) P(Y€B).

On note parfois X L Y.

Propriété 30 : Caractérisation par des événements élémentaires

X et Y sont indépendantes si et seulement si pour tout (x,y) € X(Q) x Y(Q), (X =x) et (Y = y) sont indé-
pendants, c’est-a-dire
PX=x,Y=y=PX=x) P(Y=y).

Démonstration

Le sens = est direct.
On suppose que pour fout (x, ) e X(Q) x Y(Q), P(X=x,Y =y) =P(X=x)P(Y = y).
Soit (A, B) € 2(X(Q)) x (Y (Q)).

PXeAYeB)=P| || X=xY=yp|= ) PX=xY=y=) PX=x) P¥=y.
(x,y)EAxB (x,y)eAxB x€A y€EB

Remarque
R37 — Si X et Y sont indépendantes, la donnée des lois marginales de (X, Y) défermine sa loi conjointe.
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Propriété 31 : Caractérisation par les lois conditionnelles

Soif (X,Y) couple de variables aléatoires. Il y a équivalence entre
() Les variables aléatoires X et Y sont indépendantes.
(i Pour tout ye Y(Q) fel que P(Y = y) >0, la loi de X sachant (Y = y) est la méme que la loi de X.
(il Pour tout x € X(Q) fel que P(X =x) >0, la loi de Y sachant (X = x) est la méme que la loi de Y.

Démonstration

Immédiat. [ |

Propriété 32 : Fonctions de variables aléatoires indépendantes

Si X, Y sont des variables aléatoires indépendantes, f,g définies sur X(Q) et Y (Q) respectivement, alors
f(X) et g(Y) sont indépendantes.

Démonstration

(fX)eA) = (Xe flA) et (g(Y)eB) = (Y e f-1(B)), ces demiers étant indépendants. [

Exemple
E11 - Si X et Y sont indépendantes, pour tous m,neIN, X et Y" le sont.

Remarque
R38 — En reprenant un calcul précédent, on obtient, si X, Y indépendantes,

PX+Y=2=) PX=x)PX=y

Xy | x+y=z

ou I'on peut remplacer X +Y (et x+ y) par n‘importe quelle fonction de X et v.

H Variables aléatoires indépendantes

Définition 18 : Variables aléatoires indépendantes

Des variables aléatoires discrétes Xj, ..., X, sont dites indépendantes lorsque pour foutes parties A; de
X1(Q), ..., A, de X,,(Q), les événements (X € A1), .... (X, € A,) le sont.

Une suite (X,),ew de variables aléatoires discretes est une suite de variables aléatoire indépendantes
lorsque pour tfout ne NN, Xj,..., X, le sont.

Si, de plus, elles ont méme loi, on dit que ce sont des variables aléatoires indépendantes identique-
ment distribuées (vaiid).

Propriété 33 : Caractérisation par des événements élémentaires

Xi,..., X, sont indépendantes si et seulement si pour tout (x1,...,x,) € X1(Q) x --- x X,,(Q), les événements
(X1 =x1), ... (X5 =xy) lesont.
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Démonstration

Le sens = est direct.

L'autre sens est similaire au cas des couples de variables aléatoires : on suppose que pour tout
(X1,...,Xn) € A] x-+-x Ay, les événements (X; = x1), ..., (X, = x5,) sont indépendants.

Soit (Ay,...,Ap) € P(X1(Q) x -+ x P(X,(Q), [ [1,n].

-¢| U [noi-x)

]P(ﬂ(xi €A
(x)i€ Il A; \iel
iel

iel

= ¥ IP(ﬂ(Xi:x,-))z X (HIP(X,-zxi))

(xi)ie]'[Ai iel (xi)iEHAi iel
i€l iel

= ]‘[( Y ]P(X,-:xi))z [1PX; € 4.

iel \x;€A; iel

Remarque

R39 — n expériences aléatoires indépendantes peuvent étre modélisées par n variables aléatoires indépendantes.
Le résultat de la i® expérience est noté X; et

PXy=x1,....Xn=x5) =P(X1 =x1)--- P(X, = xp).

R40 — Comme pour les événements, indépendants = indépendants deux & deux, mais la réciproque est fausse si
n>2.

Exemple
E12 - Si X7, X, vaiid finies de loi uniforme % (2) sur {-1,1}. X3 = X7 x X.

1
PX3=-1)=PX1=1,X=-1)+PXj=-1,X0=1)= 5

Donc X3 ~%(2) sur {-1,1}.

Alors X1, X», X3 sont indépendantes deux & deux car X; 1L Xp,

1
PXi=1X3=D=PX1=1X%=1==PX;=)P(X3=1)

PXi=-1,X3=1)=PX;=-1,Xp=-1)= i =PX;=-1)P(X3=1)
1

P(X1=1X3=-1) =PX1=1X;=-D = ; =P(X; = DP(X3 = -D)

PX;1=-1,X3=-1)=P(X1=-1,Xp=1)= i =PX;=-DP(Xz=1)

Donc X; L X3 et par symétrie, X, 1 X3.
Pourtant, elles ne sont pas indépendantes :

PX1=1,X2=1,X3=1)=P(X;=1,Xp=1) =

| =

#

RN

Propriété 34 : Fonctions de variables aléatoires indépendantes

Si (X)) newv €St une famille de variables aléatoires indépendantes, pour tout ne N, f,, définie X,,(Q), alors
(fn (Xn)),,e]N est une famille de variables aléatoires indépendantes.

Démonstration

Similaire au cas de deux variables : (f(X;) € B;) = (X; € f~1(B))).

PROBABILITES - PAGE 31 SUR 62



y LYCEE LECONTE DE LISLE — LA REUNION

[Elggse il
HTTPS://MPI.LECONTEDELISLE.RE i:ld B
it

[CIFE

Propriété 35 : Lemme des codlitions

Soit n,me N fels que 0 < m < n, Xy,...,Xm,..., X, des variables aléatoires discréfes indépendantes sur
Q,of,P), f définie sur X1(Q) x --- x X,,,(Q) et g définie sur X;;,11(Q) x -+ x X,,(Q).

Alors f(Xy,..., Xm) ef g Xm+1,..., Xn) SONt indépendantes.

Le résultat s’étant & plus de deux coalitions.

Démonstration

Il suffit de remarquer que les variables aléatoires Y = (Xy,..., Xm) €t Z = Xm+1,-.., Xn) sONt indépendantes (ce qui
ne pose pas vraiment de probléme : il suffit de I'écrire) et d’appliquer la propriété précédente. [

Théoréeme 1

Soit (<) ,em Une suite de lois de probabilités discrétfes.
Il existe un espace probabilisé (Q,<f,P) et une suite (X,,) ,ew de variables aléatoires discrétfes indépen-
dantes sur (Q,«/,P) tels que pour fout ne N, X, ~ %,,.

Exemple
E13 — Unjeu de pile ou face infini se modélise (naturellement) par une suite d’épreuves de Bernoulliindépendantes.

Démonstration : Admis

m LOIS USUELLES

Il Loi Uniforme

Définition 19 : Loi uniforme

On dit que qu’une variable aléatoire finie X suit une loi uniforme lorsque pour fout x e X(Q),
1
Px(ta) =P(X=x=—
| Al

ou n=|X(Q)|, c’est-a-dire que pour fout Ac X(Q), Px(A) = -
On note alors X ~%(n).

Exemple

E14 — Siontire un dé & n faces ou si on tire une boule dans une urne qui en contient n (numérotée), alors la variable
aléatoire du résultat suit % (n).

Remarque
R41 —

R42 — A cela ne concerne pas de la probabilité P initiale : IPx peut étre uniforme sans que P le soit.

Si, par exemple, on lance un dé a 6 faces fruqué tel que I'on obtient 1 ou 6 avec une probabilité 1/4 et 2,3,4
ou 5 avec probabilité 1/8, X variable aléatoire 1y, alors P(X =0) = P(X =1) = 1/2 donc X ~ % (2) alors que P
n’est pas la probabilité uniforme.
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)
R43- OnadoncPxy= Y —.
xex(@ "

E Loi de Bernoulli

Définition 20 : Loi de Bernoulli

On dit que X suit une loi de Bernoulli de parameétre p € [0,1] lorsque X est & valeurs dans E = {0, 1},
PX=1)=petP(X=0=g=1-p.
On note alors X ~ A(p).

Exemple : Situation type
E15 — Variable aléatoire étudiant le succés (1) d’un événement donné ou son échec (0).

Propriété 36 : Ce sont les fonctions indicatrices

Les variables aléatoires qui suivent une loi de Bernoulli de parameétre p sont exactement les fonctions
indicatrices des parties F de Q felles que P(F) = p.

Démonstration

Si X suit une loi de Bernoulli de parameétre p, alorssi F= (X =1), X =1p.
Réciproquement, si X =1, X(Q) <{0,1} et P(X =1) = P(F). [ |

Remarque
R44 — Deux variables aléatoires de Bernoulli sont indépendantes si et seulement si (X =1) et (Y =1) le sont.

. - X - . . . .
R45 — Si X prend deux valeurs a et b distinctes, alors Y = b—a suit une loi de Bernoulli de paramétre p =P (X = b).

Aufrement dit, X =a+ (b—a)Y oU Y suit une loi de Bernoulli.

Loi binomiale
Lors de larépétition de n expériences de Bernoulliindépendantes, la probabilité d’avoir k < nsucces s’ écrit (Z) pka-pn-k
ou p est la probabilité d’un succes.

Si on appelle X la variable aléatoire du nombre de succeés, & valeurs dans [0, ], alors elle suit la loi donnée par

P(X=k) =

n\ ke \n—k
k)pu Pk,

Remarquons que |'on peut écrire X = X; +---+ X,; oU X; est la variable aléatoire de Bernoulli succes a la ie répétition.
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Définition 21 : Loi binomiale

On dit que X suit une loi binomiale de parameétre (n, p) ou p € [0,1] lorsque X est & valeurs dans [0, 7]
et pour tout k€ [0, n].

n

IP(sz)z(k

n
pk(l _ p)n—k _ (k) pkqn—k

avec g=1-p. On note alors X ~ A(n, p).

Exemple : Situation type
E16 — Nombre de succés dans la répétition de n expériences de

Bernoulli indépendantes.

0.25
0.20
Remarque 5
n § 015}
R46— Px =) (n)pk(l—p)n_kﬁk.
k=o\k
0.10
R47 — AB(1,p) =AB(p).
R48 — La formule du bindme redonne (ou se retrouve par) ooy |
n
Z P(X=k=1. 0.00 | .
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
k=0 .
FIGURE T — Loi 98(10,1/4)
Exercice 9

Si X ~%B(n,p) aorsY=n—X~%(n,q).

ﬂ Loi géomeétrique

Soit p €]0,11.

On lance une infinité de fois une piece donnant pile avec probabilité p. Les lancers sont indépendants.

Soit X;, la variable aléatoire du succés au rne lancer : elle vaut 1 si c’est pile, et 0 sinon.

(Xn) new+ €St une suite de vadiid, toutes de loi 8(p).

Soit X la variable aléatoire du rang du premier succes : pour fout w € Q, X(w) =min{k € N*, Xj(w) =1} € N* U {+o0}.
Soit ne IN*.

n
B (X>n) =) X =0), donc, parindépendance,
k=1
PX>n=0-p"

n-1
B (X=n=X,=1n[) X=0),donc, par indépendance,
k=1
PX=n)=pl-p" L

m En passant au contraire,
PX<n=1-0-p".
m Soit Al'événement « N'obtenir que des faces », et A, = (X > n).

Alors (Ap) est décroissante et A= [ Aj.
nelN*
Par continuité décroissante,

PA)=01-p" P(A) =0.

n—+oo
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Définition 22 : Loi géométrique

Soit p €]0,1[ et X une variable aléatoire discréte. On dit que X suit une loi géométrique de paramétre
p si X est & valeurs dans IN* | et
VnelN*, P(X=n)=pd-p)" L.

On note X ~¥4(p).

Remarque

+00
R49 — Premiére loi dénombrable du programme. On vérifie bien Z PX=n)=1.
n=1

R50 — De nouveau, on calcule (& savoir faire!)

+00
]P(X>n):IP( L] (x:k))zu-:u—p)"_

k=n+1

Exemple : Situation type

E17 — Le rang du premier succeés dans une répétition infinie d’épreuves de Bernoulli indépendantes de paramétre
p suit 4(p).

H Loi de Poisson

Définition 23 : Loi de Poisson

Soit A e R} et X une variable aléatoire discréte. On dit que X suit une loi de Poisson de paramétre 1 si

X est & valeurs dans IN | et
n

VvnelN, P(X=n)= A—'e"t.
n.

On note X ~22(A).

Remarque

R51 — On vérifie bien +ZOOJP(X: n)=1.
n=0
E Propriétés des lois usuelles

n Somme de n vaiid de Bernoulli

Propriété 37 : Importante!

Si Xi,..., X, vaiid de loi %(p), alors
Xi+...+ X, ~%B(n,p).

Démonstration

PXi+...+Xn=k = Y IP(X1=x1)--~IP(Xn=xn)=(’;)pk(l—p)"_k. [
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Remarque
R52 — Plus généralement, siles X; indépendantes suivent &(n;, p), alors Xj +---+ X, ~ B n;, p).

n Approximation d’une loi de Poisson par des lois binomiales

Propriété 38 : Approximation d’une loi de Poisson par des lois binomiales

Soit A >0, (pn), €10,1[N tel que np, — A, (X,), Une suite de variables aléatoires discrétes réelles.
On suppose que pour tout ne N, X, ~ B(n, pp).
k

Alors, pour tout ke IN, P(X,, = k) e et

Remarque

R53 — Une loi binomiale %(n, p) (Qui peut étre vue comme nombre de succés dans la répétition de n épreuve de
Bernoulli avec probabilité p de succes) peut donc étre approchée par une loi de Poisson Z2(1) ou A = np &

A
condifion que rn soit grand et p = o soit petit.

La loi de Poisson est qualifiée de loi des événements rares.

Démonstration

(mp) k- pn)? Ake=2

On Vérifie que lorsque n — +oo, P(X;, = k) ~ PTTEY E——

Exercices CCINP

Exercice 10: CCINP 98

Une secrétaire effectue, une premiére fois, un appel téléphonique vers n correspondants distincts.

On admet que les n appels constituent n expériences indépendantes et que, pour chaque appel, la probabilité
d’obtenir le correspondant demandé est p (p €10,1().

Soit X la variable aléatoire représentant le nombre de correspondants obtenus.

1. Donner la loi de X. Justifier.

2. Lasecrétaire rappelle une seconde fois, dans les mémes conditions, chacun des n— X correspondants qu’elle
n’a pas pu joindre au cours de la premiére série d’appels. On note Y la variable aléatoire représentant le
nombre de personnes jointes au cours de la seconde série d’appels.

(a) Soit i € [0, n]. Déterminer, pour ke N, P(Y = k| X = i).
(b) Prouver que Z = X + Y suit une loi binomiale dont on déterminera le paramétre.
L - vs o vz n—il\ln k\(n
Indication : on pourra utiliser, sans la prouver, I'égalité suivante : ( e i) (l) = (z) ( k)
(c) Déterminer I'espérance et la variance de ~.

1. L'expérience est la suivante : I'épreuve de I'appel téléphonique de la secrétaire vers un correspondant est
répétée n fois et ces n épreuves sont indépendantes.
De plus, chague épreuve n'a que deux issues possibles : le correspondant est joint avec la probabilité p
(succeés) ou le correspondant n“est pas joint avec la probabilité 1 - p (échec).
La variable X considérée représente le nombre de succés et suit donc une loi binomiale de paramétres (n, p).

n\ ke \n—k
k)p(l p

2. (a) Soit i €[0,n]. Sous la condition (X = i), la secrétaire rappelle n—i correspondants lors de la seconde série
d’appels et donc :

C’est-a-dire X(Q) =[0,n] et Vke [0,n] P(X=k) =

n—i

P(Y:lezi):{ ( k

)pk(l —p)"" =K si ke [0,n—i]0 sinon
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k k
() z)=[0,n] et Vke[o,n] P(Z=k) =) P(X=inY=k-i)=) P(Y=k-ilX=0)PX=1i).
i=0 i=0

k (,_: .
Soit k € [0, n]. D'apres les questions précédentes, P(Z=k)= Y (n Z)(’;)pk(l — e

izo\k—1
Or, d’apres I'indication, (n_ l)(n) = (k)(n)
k—i)\i illk
£ (k\(n) « on—k—i _ "] k 2n—k v [K)(_1 )
Donc P(Z=k)=)_ elpa-p» R = kP a=p DY ; (—)
i=0 i=0

I-p
ok
Donc d’aprés le binébme de Newton, P(Z = k) = (Z)pk(l — s (i_—Z) = (Z) (p2-p)F(a-p»)" ™~

On vérifie que 1 - p2 - p) = (1 - p)? et donc on peut conclure que :
Z suit une loi binomiale de paramétre (n, p(2 - p)).

Remarque : preuve (non demandée dans I'exercice) de I'égalité proposée dans I'indication :

n-il|ln| _ (n—10)! n n! B k! n! _[k[n

k—i)(i) S -Rk-D =D (k-DIm-Ri (k=D k! (n—k)! _(i) k)'

(c) D’apres le cours, comme Z suit une loi binomiale de parameétre (n,p(2 — p)), alors, E(Z) = np2 - p) et
V(Z)=np2-p)(1-p2-p)=np2-p)(p-12.

Exercice 11: CCINP 95
Une urne contient deux boules blanches et huit boules noires.

1. Un joueur tire successivement, avec remise, cinq boules dans cette urne. Pour chaque boule blanche tirée,
il gagne 2 points et pour chaque boule noire tirée, il perd 3 points.
On note X la variable aléatoire représentant le nombre de boules blanches tirées.
On note Y le nombre de points obtenus par le joueur sur une partie.

(a) Déterminer la loi de X, son espérance et sa variance.
(b) Déterminer la loi de Y, son espérance et sa variance.
2. Dans cette question, on suppose que les cinq tirages successifs se font sans remise.

(a) Déterminer la loi de X.
(b) Déterminer la loi de Y.

1. (a) Lexpérience est la suivante : I'épreuve “le tirage d'une boule dans I'urne” est répétée 5 fois.
Comme les tirages se font avec remise, ces 5 épreuves sont indépendantes.
Chaqgue épreuve n’a que deux issues possibles : le joueur fire une boule blanche (succés avec la pro-

. 2 1 , . o s 4
babilité p = T E) ou le joueur tire une boule noire (échec avec la probabilité 5)'

La variable X considérée représente donc le nombre de succes au cours de I'expérience et suit donc
. . N 1
une loi binomiale de paramétre (5, 3)'

Cest-ar-dire X(@) =[0,5] et ; Vke[[O,S]],P(X:k):(k)(g) (g) ,

P 1 1 1\ 4
Donc, d opreslecours,E(X):SxgzleTV(X):ngx 1—g :5:0,8.

(b) D’apres les hypothéses, on a Y =2X -3(5- X), c'est-a-dire Y =5X - 15.
On en déduit que Y(Q) = {5k—15avecke[0,5]} .

Eton a Vke[[O,S]],P(Y=5k—15)=P(X=k)=(k)(g) (g) .

Y =5X-15,donc E(Y)=5E(X)-15=5-15=-10.

A 4
De méme, Y =5X -15, donc V(Y) =25V (X) =25 x 5= 20.

2. Dans cette question, le joueur tire successivement, sans remise, 5 boules dans cette urne.
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(a) Comme les tirages se font sans remise, on peut supposer que le joueur tire les 5 boules dans I'urne en
une seule fois au lieu de les tirer successivement. Cette supposition ne change pas la loi de X.

X(Q) =[o,2].
Notons A I'ensemble dont les éléments sont les 10 boules initialement dans I'urne.

Q est constitué de toutes les parties & 5 éléments de A. Donc cardQ = (150).

Soit k€ [0,2].
L'événement (X = k) est réalisé lorsque le joueur tire k boules blanches et (5- k) boules noires dans |I'urne.

2
Iladonc
(k

possibilités pour le choix des boules blanches et ( 8 ) possibilités pour le choix des boules

10
g
(b) On atoujours Y =5X —15.
On en déduit que Y (Q) = {5k—15avecke[0,2]} .

g

noires.

Donc:Vke[0,2], P(X=k) =

EtonaVvke[0,2], P(Y=5k-15=P(X =k) =

m ESPERANCE

On fixe ici un espace probabilisé (Q, <7, 1P).

Il Définition

Définition 24 : Espérance d’une variable aléatoire discrete réelle positive

Soit X une variable aléatoire discrete a valeurs dans R* U {+oo}.
L'espérance de X est, par définition, dans [0, +oo],

EX)= ) PX=xx
xeX(Q)

On a donc E(X) € Ru {+o0} suivant la sommabilité ou non de la famille réelle positive (IP(X = x)x) xex(q)-
Lorsque cette famille est sommable, X est dite d’espérance finie E(X) e R et on note X e L.

Propriété 39 : Cas d’une variable aléatoire entiére

Soit X une variable aléatoire & valeurs dans IN u {+oo}. Alors

+00 +00
EX)=) PX>n=) P(X>n)

n=1 n=0

Démonstration
C’est de la sommation par paquet (Fubini) positif :
k +

+00 +00 +00 +00 +00
EX) =) PX=kbk=) PX=kk=) Y PX=k=) Y coPX=k=) PX>n).
k=0 k=1 k=1n=1 n=1lk=n n=1
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Définition 25 : Espérance d’une variable aléatoire discréte réelle ou complexe

Soit X une variable aléatoire réelle ou complexe discrete.
Lorsque la famille (P(X = x) x)xex@ €St sommable, on dit que X est d’espérance finie, on note X e L! et
on définit son espérance
EX)= ) PX=xx.
xeX(Q)
Dans le cas contraire, X n"a pas d’espérance (pas plus infinie que finie)
Lorsque X est d’espérance finie et E(X) =0, X est dite centrée.

Remarque

R54 — Une expression équivalente a « X est d’espérance finie » est « X a un moment d’ordre 1 ».

R55 — Une variable aléatoire réelle finie est toujours d’espérance finie (programme de MP2I).

R56 — Une variable aléatoire a valeurs dénombrables (x,),en est d'espérance finie si et seulement si la série
Y P(X = x»)xn converge absolument, et alors E(X) = +ZOOIP(X = Xp)Xn.
nelN n=0

R57 — Ne pas confondre « centrée » et « symétrique » : si P(X =1) = P(X =2) = P(X =3) = P(X = —6) = 1/4, la variable
aléatoire X est bien centrée. Pour autant, X et —X n‘ont pas méme loi.

E Théoréeme de transfert

Théoreme 2 : de transfert

Soit X un variable aléatoire discrete, f une fonction définie sur X(Q), & valeurs réelles.
f(X) est d’espérance finie si et seulement si la famille (P(X = x) f(x)) ..y €St Sommable, et dans ce
cas
E(fX)= ) PX=xf(x).

xeX(Q)
Remarque
R58 — Pas besoin de connaitre la loi de f(X)!
Démonstration
Pas si difficile : il s'agit d'une application du théoréme de sommation par paquets, en partitionnant

X(Q) par les I, = fldyh pour y € f(X)(Q) (et en ajoutant des valeurs absolues pour la sommabilité :
PO =ply|= Y PX=x|f®)]).

xely
Cela donne I'équivalence et permet de calculer

E(fo)) = Y. Y PX=x|y= Y PX=0fx= Y PX=xf( u
yefX(Q) xfe{)g(Q) (LY)EFX(Q)*xX(Q) xeX(Q)
X)=y fx)=y

Corollaire 4 : Espérance du module

X a une espérance finie si et seulement si | X| a une espérance finie.

Le cas échéant, E(IX)= ) PX=x)lx|.
x€X(Q)
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Corollaire 5 : Sur un univers fini ou dénombrable

Uniquement dans le cas ot Q est fini ou dénombrable, X est d’espérance finie si et seulement si
(IP({w})X (w)) 0 est sommable et dans ce cas

wEe

EX) = Y P(lo)X ().

weQ)

Remarque
R59 — Vu en MP2| dans le cas fini.

Démonstration

C’est un peu astucieux! Considérons la variable aléatoire Y =idg et f = X alors, le théoreme précédent dit que
X = Xoid = f(Y) est d’espérance finie si et seulement si (]P(Y = w)X(w))wEQ = (IP({w})X(w))wEQ est sommable et dans
ce cas,
EX)=EXoY)= ) PY=wXw) =Y Pl{o)Xw).

weQ) weQ

Autre démonstration possible similaire & celle du théoréme de transfert, pour fout xe X(Q), P(X=x)= ). P(w})

we)
X(w)=x

donc, par sommation par paquets (cas positif, dans [0,+oc0]), Q= | | X =x),
xeX(Q)

Y PX=xlxl= Y Y Plw)lxl=) Pdw)Xw)

xeX(Q) xeX(Q)) weQ weQ)
X(w)=x

car x est uniguement déterminé par w, d'ou I'équivalence entre X d’espérance finie et []P({w})X(w)) . est som-
w
mable, et, avec le méme calcul sans les modules,

EX)= ) Y Plohx=) PlohXw)

xeX(Q) weQd we)
X(w)=x

Exercice 12 : CCINP 97
Soit (X, Y) un couple de variables qlkéatoires & valeurs dans N2 dont la loi est donnée par :
(j B ( % )] +
V(j, k) eN?, P((X,Y)=(j,k) = iR
1. Déterminer les lois marginales de X et de Y.
Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?

2. Prouver que E [2X*Y] existe et la calculer.

+oo N

x" x x
On rappelle que VxeR, ) — converge et n;oﬁ =e”

1. Y(©Q) =N. Soit keN.

. 1 Jj+k
+00 +oo (j+k) (E)
PY=K=) P(X,V)=(k)= ) ———

o S etk
A N Y ) S [
Or,]‘g0 i === jél G- doncjéom converge et
+ooj(%)j+k (%)k+l +oo(%)j—1 (%)k+l . (%)k+l
S etk ek J; G- ek o = kve )
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kl]+k klk l] klj+k
De méme, j;) sz)'k' = £2k)' j;o(z) donc ];) <(92])'k' converge et
1\k k k
skt H5) ) ), )
S el ek & i ek ot = kiv/e (%)
1 k+1 1 k 1 1 k
Donc, d’aprés (x) et (xx), on en déduit que P(Y = k) = (2) +k(2) = [2+kJ(2) .

klve klve klve

L) J
Pour des raisons de symétrie, X et Y ontla méme loi et donc X(Q)=Net VjeN, P(X=j) = %
jive
Les variables X et Y ne sont pas indépendantes car P((X,Y) = (0,0)) =0 ef P(X =0)P(Y =0) #0.
2. Posons ¥(j,k) eN?, aj ;. =2/"KP((X, V) = (j, k).
jtk ] k

Onaajy= = .
YGik= e T ek ek
i 1 1 j 1> 1 1
VkeN, ) %:—' : converge et Z ]' ' ' —— =
j>oef'k' ek.j>1(]—1) 0 S Jk! ek~j:1(]—1)~ k!
k k k 1k

Deméme, ) —— l converge et Z

j>0 ejlk! ek'
+00 k

ey |
Ensuite, ) — st Z =Y convergent. De plus )~ — =e et Z
Sok T Sk S (- 1! k=o k! ok

Donc la famille (a; k) »enz €8t sommable.
On en déduit que E[2X*Y] existe et E[2XTY] =2e.

\jk ek Ay R

Propriétés de I'espérance

Une espérance peut éfre vue comme une intégrale, ce qui rend tfoutes ces propriétés naturelles.

Propriété 40 : de 'espérance

X et Y désignent deux variables aléatoires réelles ou complexes discretes.

() Si X est constante presque sGrement, c’est-a-dire qu'on a a € K tel que P(X = a) = 1, alors elle est
d’espérance finie E(X) =

(i Linéarité : si X,Ye L' et 1 e K, X+AY eL! et

EX+AY)=EX)+AE(Y).

(iify Positivité : si X € L' est & valeurs réelles, positive presque sdrement ie P(X >0) = 1, alors TE(X) > 0.
Positivité améliorée : si X est G valeurs réelles, positive presque sirement et si X est nulle presque
sarement,

(iv) Croissance :si X,Y € L' sont & valeurs réelles et si X < Y presque sdrement, alors E(X) < E(Y).
(v) SiXelL!', X -E(X) est centrée et appelée variable aléatoire centrée associée a X.
(vi) Inégalité triangulaire : Si X e L', | X|e L! et

IEQI< EIXD.

(vih SiyeL! et |X|<Y,alors Xe L' et |EX)| <E(Y).
En particulier, si X est bornée, elle est d’espérance finie.
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Démonstration
@) Immédiat.
(i) Linéarité : Soit Z = (X, Y) variable aléatoire discréte & valeurs dans E = X(Q) x Y (Q).
, E — R
Soit f: Alors T =X+ AY = f(2).
(x,) — x+Ay
D’apres le théoreme de transfert, T est d’espérance finie si et seulement si (]P(X =xY=yx+ Ay))(x - est
sommable. '

Or, dans [0, +o0],

Y PX=xY=px+ly|< Y PX=x,Y=plxl+IAl Y PX=x,Y=ply

(x,y)€E (x,y)€E (x,y)€E
= ( PX=xY= y)) lx[+1Al Y ( Y PX=xY-= y)) |¥| (par thm de Fubini positif)
xeX(Q) \yeY (Q) yeY(Q) \xeX(Q)
= Y PX=xlxl+IAl Y, PX=ply
xXeEX(Q) YEY(Q)

< +00 (car X,y e L")

Donc (IP(X =x,Y= y)x)( PX=xY= y)y)(x DB et (]P(X =xY=ykx+ Ay)) v sont sommables, et avec

x,y)€E’ ( (x,y)€
les mémes utilisation du théoréme de Fubini, et la formule de transfert, on obtient X+ Av e L et

EX+AY)= Y PX=x,Y=p (x+dy)= Y PX=x,Y=px+1 ) PX=x,Y=ply

(x,y)EE (x,y)eE (x,y)EE
= )Y PX=xx+1 ) PX=pyy=EX)+AEY).
xeX(Q) yEY (@)

(iiiy Positivité : Si X est positive presque strement, pour tout x e X(Q), P(X = x)x > 0 donc E(X) > 0.

Si, de plus, E(X) =0, alors pour fout xe X(Q), x=00u IP(X =x) =0. Donc P(X =0)=1: X est nulle presque partout.
(iv) Croissance : Y - X > 0 presque sGrement, d’espérance finie : utiliser la linéarité.
(v) Conséguence de la linéarité de de I'espérance d’une variable aléatoire constante.

(vi) Inégalité triangulaire : |X| est d’espérance finie par théoréme de transfert, puis il suffit d’appliquer I'inégalité
friangulaire d’une somme de famille sommable.

(vi)) Y est d’espérance finie, donc (yP(Y = y)) yey () €st sommable.
Soit fi:(x,y)—x, fo:(x,y)—yetZ=(XY).
On a X = filX,Y) = fi(2) donc la formule de fransfert dit que X a une espérance finie si et seulement si
(P(Z = A pezi = (PEX =Y =1)x) . )e 2 €T SOMmable.
Mais si (x, y) € Z(Q), il existe w e Q tel que X(w) = x et Y(w) = y donc |x| < y. Alors

PX=xY=pxISPX=x,Y=))y=PX=x,Y=y)2(x,)).

Mais comme Y = f(X,Y) a une espérance finie, le théoréme de transfert nous dit que
(P(Z =0 L)) ypeza = (P =5Y = 1Y) ez est sommable.

Donc (P(X =x,Y = )x) e 7 |'€5t €F X a une espérance finie.

On conclut en invoguant I'inégalité friangulaire puis la croissance de I'espérance.

Corollaire 6 : Espace vectoriel L!

L'ensemble L' des variables aléatoires discrétes sur (Q, «/,P) admettant une espérance finie est donc
un R-espace vectoriel et X — E(X) est une forme linéaire sur L.
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ﬂ Espérances des lois usuelles

Propriété 41 : Espérance des lois usuelles

() Si X ~%(p), alors E(X) = p. (i Si X ~%(p), alors E(X) = L
P
(i Si X ~%(n,p). alors E(X) = np. (V) Si X ~22(A), alors E(X) =
Remarque

R60 — L'espérance d’une loi uniforme estla moyenne arithmétiques des valeurs (en nombre fini) prises par la variable
aléatoire.

Démonstration

Dans tous les cas, la variable aléatoire est & valeurs réelles positives.
() EX)=p-1+(1-p)-0.

(i) Lespérance ne dépendant que de la loi on peut se placer dans le cas particulier ou X = X3 +--- + X, avec
Xi,..., X, vaiid de loi 8(p). Alors,
EX) = nE(X)) = np.

(i) On calcule en reconnaissant la dérivée d’une série entiere géométrique convergente, avec 1-p€]0,1],

+00 -1 +00 -1 1 1
EX)=) npl-p" " = nl-ptl=p——F7" --
ngl pRoP pngl P p(l—(l—P))z p

(iv) On calcule, en reconnaissant cette fois une série exponentielle

+oo n _a /1+oo A 1
EX) =) n—re’=1e Z CEET
n=0 : =1

Corollaire 7 : Cas d’une fonction indicatrice

Soit A un événement de notre tribu <. Alors 14 a une espérance finie et (1 4) = P(A).

Exercice 13 : Formule de Poincaré

n
U A;

i=1

N

i=1

En remarquant que P =1-P

(llﬂn —) prouver la formule de Poincaré.

On continue le calcul

P

s

= (ﬁl M,) E( )y <—1>""1H1A,-)= Y, 0B, )

i=1 Ie2([1,n]) iel Ie2([1,n])

= Y 0PEQ@nga)= Y DR
Ie2([1,n]) Ie2([1,n])

A

iel

H Exercices CCINP

Exercice 14 : CCINP 102

Soit N e N*. Soit p€]0,1[. On pose g=1-p.

On considére N variables aléatoires X7, X»,---, Xy définies sur un méme espace probabilisé (Q, <, P), indépen-
dantes et de méme loi géométrique de paramétre p.

1. Soit i € [1, N]. Soit n e N*. Déterminer P(X; < n), puis P(X; > n).
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2. On considére la variable aléatoire Y définie par Y = éniEN(Xi) c’est-a-dire Yo € Q, Y (w) = min (X3 (@), ---, Xy (@)),

2.

min désignant « le plus petit élément de ».
(a) Soit neN*. Calculer P(Y > n).
En déduire P(Y < n), puis P(Y = n).
(b) Reconnditre la loi de Y. En déduire E(Y).

. Soit i e [1, N].

X;(Q) =N* et VkeN*, P(X; = k) = p(1 - p)k—1 = pgk-1.,

n

n n —
Alorsona P(X;<nm)= ) P(X;=k) = quk_1=lﬂl 1 =l-q".
k=1 k=1 =0
Donc P(X; >n)=1-P(X; <n)=q".
(@) Y(Q =N*.
Soit ne N*.

P(Y>n)=P(Xg>nn---n(Xy >n))

N
Donc P(Y > n) = [[ P(X; > n) car les variables Xi,---, Xy sont indépendantes.
i=1

N
Donc P(Y>mn) =[] ¢" = q™V.
i=1

OrP(Y<m)=1-P(Y >n)
donc P(Y <m)=1-q"V,

Calculde P(Y =n) :
Premier cas : si n> 2.
P(Y=m=P{Y <n-PY<n-1).
Donc P(Y = n) = g DN - ¢gM).
Deuxieme cas:sin=1.
PY=n=PY=1)=1-P(Y>1)=1-g".
Conclusion : VrneN*, P(Y = n) = g DN 1 - M),
(b) D'aprés 2.(a), VreN*, P(Y =n) = g~ DN 1 - gV),
C'est-a-dire VneN*, P(Y =n) = (1- (1 - ™))" @ - ™).
On en déduit que Y suit une loi géométrique de paramétre 1- 4.

e . 1
Donc, d'aprés le cours, Y admet une espérance et E(Y) = N

N

Exercice 15: CCINP 103

Remarque : les questions 1. et 2. sont indépendantes.
Soit (Q, <7, P) un espace probabilisé.

1.

2.

1.

(a) Soit (11,12) € (10, +coD)?.
Soit X; et X, deux variables aléatoires définies sur (Q, <7, P).

On suppose que X; et X, sont indépendantes et suivent des lois de Poisson, de parameétres respectifs 1,
et Ao.

Déterminer la loi de X + X».
(b) En déduire I'espérance et la variance de X; + X;.
Soit p €]0,1]. Soit A €10, +col.
Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur (Q, </, P).
On suppose que Y suit une loi de Poisson de parameétre A.

On suppose que X(Q) = N et que, pour tout m € N, la loi conditionnelle de X sachant (Y = m) est une loi
binomiale de paramétre (m, p).

Déterminer la loi de X.

(@) X1(Q)=Net X2(Q) =Ndonc (X] + X2)(Q) =N.

Soit neN. (X1 +Xo=n)= Llj (X1 = k)N (X2 = n—k)) (union d’événements deux a deux disjoints).
k=0
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Donc

n
Y P(X1=kNn(Xz=n—k)
k=0

PXi+Xo=n)

n
= ) P(X;=kP(X2=n-k)carX; et X, sont indépendantes.

k=0
k n—-k -
_ i MM e M e B ek
= k. (n—k)! nt & kn-k)! Ak
_ -4 1+/12) n n /lk/r"n—k_e—(ﬂ,1+A2) (AI+A2)H
- n! i=o\k L n!

AiNsi X1 + Xo ~P2(A1 +A2).

Remarque : cette question peut aussi étre fraitée en utilisant les fonctions génératrices.
(b) X1+ Xo ~22 (A1 + 1) donc, d'aprés le cours, E(X) + X2) = A1 + Ay ef V(X) + X2) = A1 + s,

+00 +oo
2. SoitkeN, P(X=k)= ) P(X=kn(¥ =m)= ) Py=mX=kP(Y =m).
m=0 m=0
Or, par hypothese,

(m)pk(l —pk sik<m
VmeN, Py—m(X=k=4{ |k

0 sinon
Donc
k
= (m) i k- A" —AP (Aa-p)™”
PX=k = Q-p)" ket — = -/
mgk(k)p p m! k! mzk (m—k)!
—AP Ml—l’)) _apP* ok aa-
= Z =e ﬁ/l er=p)
k
e—)Lp(Ap)
k!
Ainsi X ~2(Ap).

Exercice 16 : CCINP 106

X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes et & valeurs dans N. Elles suivent la méme loi définie par
VkeN,P(X=k =P(Y=k) =pgFoupeloiletg=1-p.

On considére alors les variables U et V définies par U =sup(X,Y) et V =inf(X, Y).

1. Déterminer la loi du couple (U, V).

2. Déterminer la loi marginale de U.

On admet que V(Q) =N et que, VneN, P(V =n) = pg?" 1 + q).
3. Prouver que W =V +1 suit une loi géométrique. En déduire I'espérance de V.
4. U et v sont-elles indépendantes?

1. (U, V)(Q) = {(m,n) eN?tel que m > n}. Soit (m, n) e N? tel que m > n.
Premiercas:sim=n
P(U=mn(V=n)=P(X=nn(Y=n)=PX=n)P(Y =n) car X et Y sont indépendantes.
Donc P((U = m)n(V = n)) = p>g>".
Deuxiéme cas: si m>n
P(U=mnV=n)=P(X=m)n(Y =n]u[X=n)n(Y =m)])
Les événements (X = m)n (Y = n)) et (X = n)n (Y = m)) sont incompatibles donc :
P(U=mnNnV=n)=P(X=m)n (Y =n)+P(X=n)n( =m)).
Or les variables X et Y suivent la méme loi et sont indépendantes donc
P(U=m)n(V=n)=2P(X=m)P(Y =n)=2p?>q"*™,

p?q*" sim=n
Bilan: P(U=m)n(V=n)={ 2p2¢"™*™ sim>n
0 sinon
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2. UQ)=Net V(Q) =N.Soit meN.

+00
PU=m)= ) P((U=m)n(V=n)). (loimarginale de (U,V))
n=0

m
Doncdaprés 1., PWU=m)= ) P(U=m)n(V=n) (x)

n=0

Premiercas: m>1

m—1
D'aprés (x), PU=m)=P(U=m)n(V =m)) + Z P(U=m)n(V=n)).

n=0

2 2 2 2 m'e ) 2 ml=q" _ 5 5
Donc P(U = m) = p?¢*™ + Z 2p=q"t " = p* g 4 2p* g™ Z q"=p g +2p qm—l 7 =p g™ +2pq"(1-q™)
n=0 n=0 -

Donc P(U =m) = pg™(pq™ +2-2q™).

Deuxiéme cas: m=0
D'aprés (x) et 1., P(U=0) = P(U =0)n (V = 0)) = p2.

Bilan: VmeN, P(U=m)=pqg™(pqg™ +2-2q™).
3. W)=

Soit ne N*,

PW=n=PWV=n-1)=pg" Va+qg=0-9¢>"V1+q.

Donc P(W =n) = (1- 4% (¢2)" .

Donc W suit une loi géométrique de parameétre 1 - ¢2.
p
Py

Donc, d'apres le cours, E(W) = =EW-1)=E(W)-1= N

4. P(U=0)n(V=1)=0et PWU=0P(V=1)=p3¢*1 +q) #0. Donc U et V ne sont pas indépendantes.

Exercice 17 : CCINP 108

Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé (Q, «7, P) et & valeurs dans N.
On suppose que la loi du couple (X,Y) est donnée par :

PR 2 . o _
VN, P =00 =M= r

1. Déterminer les lois de X et de v.

2. (a) Prouver que 1+ X suit une loi géométrique et en déduire 'espérance et la variance de X.
(b) Déterminer I'espérance et la variance de Y.

3. Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?

4. Calculer P(X =Y).

1. V@i, HeN2, P(X=i)n(Y = j)) =

e2i-¢—1j!'
X(Q)=N
Soit i e N,
1 1 1 1 1
y ) — converge et Z

/>0 eZH'lj! e2i+l >0 j! eZH'l] 21+1

rP(X=i)=)Y P(X=in(Y=j)doncPX=i)=) ——=——) —=
2 J frt e2i+ljI e2i+l = jUoo2i+l
Conclusion : VieN, P(X=i)= —.
21+1

Y(Q) =
Soit jeN.

1 1 1) 1 1 1 1

repnie ] Y |=| converge (série géométrique de raison - )eT Z s i T
iSoe2ttij! 26]'1‘20 2 2 e2i*ijl 26].1_5 ej!

+00

OrP(Y=j)=)Y P(X=Dn( = ).
i=0
! +00 1

. 1 =P 1 1 1
Donc P =)= 3 o= mn By(5) = e T o
= i !

. ) L1
Conclusion: VjeN, P(Y = j) = o
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2. (a) Onpose Z=X+1.
Z(Q)=N*.

1 1(1)\"1
Deplus,VrneN*, P(Z=n)=PX=n-1)= —=—|= .
p n (Z=n)=P( n-1) o 2(2)

Donc Z suit une loi géométrique de parametre p =

Donc, d'aprés le cours, E(Z) = % =2etvz)= 1_—2p =
p

L

5

2.

DONC EX)=E(Z-1)=E(Z)-1=2-1=1etV(X)=V(Z-1)=V(2Z)=2.
C’est-a-dire E(X) =1 et V(X) =2.

(b) Y suit une loi de Poisson de parametre A =1.
Donc, d’aprés le cours, E(Y)=V(Y)=A=1.

3. 0na: V(G )eN?, P(X=i)n(Y =j) =P(X=i)P(Y = j). Donc les variables X et Y sont indépendantes.

4. X=Y)=J (X=kn(Y =k) etils'agit d'une union d’événements deux & deux incompatibles donc :
keN

lk
+00 +00 1 1 1+OO(2) 1 1
P(X=Y)= P(X =k Y=Kk)= — = — - - _—e2
K== 3 PE=BN¥=B=Y —pgg=5 ) =3¢

Donc P(X=Y)= 1
=V)=

Exercice 18:CCINP 111
. k) s oo (k) 4o 1
On admet, dans cet exercice, que: VgeN, ) x4 converge et Vxe]-1,1, ) x*4 = —
k>q\9 k=q (@l
Soit p€]0,1[.
Soit (Q, <7, P) un espace probabilisé.
Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur (Q, <, P) et & valeurs dans N.
On suppose que la loi de probabilité du couple (X, Y) est donnée par

n|(1\"
- 1-p)" ik<
¥ (k) eN2, P(X=k)n (Y =n) = (k)(z) pA-p= slk<n

0 sinon
1. Vérifier qu’il s’agit bien d’une loi de probabilité.
2. (a) Déterminer la loi de Y.
(b) Prouver que 1+ Y suit une loi géomeétrique.
(c) Déterminer I'espérance de Y.

3. Déterminer la loi de X.

1. Onremarque que Y (k,n) eN?, P((X = k) n (Y = n)) > 0.
(X, Y)(Q) = {(k,n) e N?tel que k< n}.
Posons ¥ (k,n) eN?, py.,, = P(X = k) n (Y = n)).

vneN, ) pg, converge (car un nombre fini de fermes non nuls).

k>0
+00 n n 1 n 1 n n n 1 n
Et Y prn=2. (k)(i) pl-p)t= (E) pa-p" Y k): (5) pl-p)2"=pa1-p".
k=0 k=0 k=0
Deplus, ) pd-p)"=p ) (1-p)" converge (série géométrique convergente car (1 - p) €]0,1[).
n=0 n=0
By nep Y a-p” !
1-p)" = Q-p)=p———=1L
nzop p pnzo P=PTTa— )

Donc on définit bien une loi de probabilité.
2. (0) Y@ =N.
Soit neN.

+00
P(Y=n) =) P((X=kn( =n) (loi marginale)
k=0
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n n
Donc, d'aprés les calculs précédents, P(Y =n) = ) (’]Z) (—) pl-p)"=pa-pT.
k=0
C’est-0-dire, VneN, P(Y =n) = p(1-p)".
(b) Posons Z=1+Y.
Z(Q)=N* etVneN*, P(Z=n)=P(Y =n-1)=p1-p)" L.
Donc Z suit une loi géométrique de parametre p.

(c) D’apres la question précédente, E(2) = %

Ory=Z-1donc E(Y)=E(Z)-1etdonc E(Y) = 1—7;9

3. X(©@Q) =N.

+00
Soit keN. P(X=k)= ) P(X =k n(Y =n) (loi marginale)
n=0
+oo () (1\" 1 k +oo (n\ (1 n—-k
Donc P(X =k) = Z( )(—) p(l—p)”=p(—) (l—p)kZ( )(—(l—p)) .
Ze\kJ\2 2 k)2

. . . . . e
Donc, d'aprés les résultats admis dans I'exercice, P(X =k)=p (5) a- p)kﬁ
300

Cest-a-d A R e
‘est-O-dire PX=k) =p|=| QA-pf——7=—.
( ) p(z) 1-p) Te e
2p (1-p\k
DOnC,VkEN,P(X:k):—(_
1+p\1+p

H Espérance et indépendance

Propriété 42 : Espérance et indépendance

Soit X, Y € L' indépendantes. Alors XY e L!, et
EXY)=EXEY).

Réciproque fausse en genéral,
Plus généralement, si (Xi,...,X,) est une famille de variables aléatoires indépendantes d’espérance

n
finie, alors [] X; I'est et
i=1

E(ﬁxi) = ﬁ]E(X,-).
i=1

i=1

Démonstration

On utilise le théoréme de transfert appliquée a f: (x, y) — xy.

f(X,¥)=XY estd’espérance finie si et seulement si (P(X = x, Y = y)x¥) ;. ,e(x, v) (@ €T Sommable, ce qui équivaut,
en ajoutant des zéros, & la sommabilité de (P(X =x,Y = y)x¥) . yex@yxv@) = (PE=0xxPY =1y) yex@xy@ PN
indépendance.

On est ramenée & une «suite double produit » qui est bien somnmable car X et Y ont des espérance finies et
dont la somme est le produit des espérances.

Contre-exemple : Soit X; telle que P(X;=0) = et P(X; =1)=P(X; =-1) = 1. E(X1) = 0. Et Xo =1 (x, ).

Alors X1 X, =0 donc E(X; X2) =0 = E(X)E(X)).

Pourtant X3 L Xo carP (X1 =1, X2 =1)=0£ZP(X; =1)P(Xy =1) = t—lg.

Pour, la généralisation, par récurrence, en utilisant, d’apres le lemme des coalitions, si Xj,..., X;,+1 sont indépen-
dantes, alors X; --- X, et X1 sont bien indépendantes.
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m VARIANCE, ECART-TYPE ET COVARIANCE

On fixe ici un espace probabilisé (Q,<#,1P). Les variables aléatoires considérées sont & valeurs réelles.

Il Espace I°

Sous réserve d’existence, les moments (dénomination hors programme) d’une variable aléatoire sont les E(|X|k)
pour ke IN*. Ce sont des paramétres numériques qui donnent des renseignements sur sa loi. En général, on se limite aux
moments d’ordre 1 (espérance) et d’ordre 2 (permet d’obtenir la variance).

Notation 2: 12

Soit X une variable aléatoire réelle discréte.
On note X € L? lorsque X? est d’espérance finie (ce qu’on peut noter E(X?) < +oco car X? est & valeurs
réelles positives).

Propriété 43 : Inégalité de Cauchy-Schwarz

Si deux variables aléatoires réelles discrétes X,Y € 12, leur produit XY e L', et
(EXY)?<E(X*)E(Y?)

avec égalité si et seulement si X et Y sont colinéaires presque sirement, c’est-a-dire lorsqu’il existe
(A, ) #(0,0) tel fel que P(AX +uY =0) =1.

Démonstration

XY < %(X2 + Y2) est d’espérance finie, puis on applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz & la forme bilinéaire

symétrique positive (X,Y) — E(XY).

Pour le cas d’égalité, il faut reprendre la preuve dans laquelle on écrit
E((X+AY)?)=E(Y?)A? +2E(X)E()A+E(X2) > 0.

Ou bien E(y?) =0 et alors, comme Y2 >0, Y est nulle presque sGrement, donc XY I’est aussi ce qui correspond
bien & un cas d’égalité, ou bien c’est un frindbme du second degré dont le discriminant est nul si et seulement s’il
existe lambda e R tel que E ((X + /IY)Z) =0 et donc, avec le méme argument, X =—-AY presque sdrement.

Corollaire 8

L? est un R-espace vectoriel.

Propriété 44 : [>c !

SiXel? XelLl.

Démonstration
Premiére méthode : Inégalité de Cauchy-Schwarz & appliquée a X et 1.

Deuxiéme méthode : Comment dans la preuve précédente : [X| =X x 1| < = (X2 +1).

N | =

Remarque
R61 — Donc L2 est un sous-espace de L.
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E Variance et écart-type

Définition 26 : Variance, écart-type, variable réduite

Soit X € I2.
On appelle variance de X le nombre

V(X)) =E(X-EX))?).

On appelle écart-type de X le nombre

o(X) =VVX) =\/E(X-EX)?).

Lorsque V(X) =1, X est dite réduite.

Remarque
R62 — V(X) est le moment d’ordre 2 de la variable aléatoire centrée associée a X : X —IE(X). Par positivité de |'es-
pérance, V(x) > 0 donc |'écart-type est bien défini.

R63 — L'écart-type s’interprete commme une distance euclidienne dans R entre le vecteur dont les coordonnées
sont les valeurs prises par X et le vecteur dont toutes les coordonnées valent E(X). C’'est donc un indicateur
de dispersion de X autour de sa moyenne E(X).

Ré64— Ne pas hésiter d noter m = E(X). Il est plus facile & visudliser E(XX - m) = EX)-m = 0 que
EX-EX) =EX)-IEX)=0, par exemple.
R65 — D’aprés la formule de fransfert, si les valeurs prises par X sont les x; pour i e I et m=E(X),

V(X) = Y P(X = x;)(x; - m)?.
iel
R66 — Plus la variance (et donc I'écart-type) est petit, plus X est concentfrée autour de sa moyenne m = [E(X).
Le cas extréme est pour une variable aléatoire constante : V(X) =0.
Réciproquement, si V(X) =0, alors

VxeX(Q), PX=x)=0oux=m=E(X).

Autrement dit, IP(X # m) =0 ou encore P(X = m) =1 : X est constante presque sdrement.

Exercice 19 : CCINP 100
Soit 1 €10, +ool.
Soit X une variable aléatoire discréte a vc/Jlleurs dans N*.
On suppose que YneN*, P(X=n) = T,
1

1. Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle R définie par R(x) = ————.
x(x+1)(x+2)

Calculer A.

Prouver que X admet une espérance, puis la calculer.

X admet-elle une variance ? Justifier.

Aobd

1 1

1. On obfient Ry = — - — 41
2x  x+1 2(x+2)

2. Soit NeN*,

N 1 1 1 1 N 1 N+11 1N+21
P(X<N):)LZ(———+—):7L—Z——Z—+—Z—
p=\2n n+l1 2(n+2) 2,090 g=on 2,75 n
Bn (b2 1 1 1 1 1 , N T
Et donc, aprés télescopage, P(X < N)=A (— +-—-== + + ) c’est-a-dire :
2 4 2 N+1 2(N+1) 2(N+2)

1 1 1
P(X <K =A|--———+t—
( i (4 2(N+l)+2(N+2)
Or lim P(X<N)=1.
N—+o00

Donc d’aprés (*). A =4.

] @
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4 L 4 4
3. ) nP(X=m)= ) —————— converge car au voisinage de +oo, —————— ~ —.
n>1 n>1(n+1)(n+2) (n+1)(n+2) +o n
Donc X admet une espérance.
e plus, ¥ N*, S, = P(X=k)= —— =4 ———|E —= —|=2- 5
s ¥ " k; x=0 k; (k+1)(k+2) k;(kﬂ k+2) kvl o k+1 n+2
n
Donc lim Y kP(X=k)=2et E(X)=2.
}’L>—>+(><7k:1
4. Comme E(X) existe, X admettra une variance & condition que X% admette une espérance.
4n
2
P(X=n)= _—.
Y mPX=m=) oy

n=1 n>1

4n 4 1, o .
——— ~ —et ) — diverge (série harmonique).
(n+1)(n+2) +oo n > N
Donc Y n?P(X = n) diverge.

n>1
Donc X2 n'admet pas d’espérance et donc X n’admet pas de variance.

Or, au voisinage de +oo,

Propriété 45 : de la variance

Soit X € 12,
() Formule de Koenig-Huygens :
VX) =E(X?) -EX)?>
(in Sia,beR, V(aX+b)=a?V(x) donc o(aX +b) =|alo(X).
X-EX)

(i Sio(X)#0, Tesf centrée réduite, appelée variable aléatoire cenirée réduite associée a X.
(o

Remarque

R67 — La deuxieme formule est intuitive au sens ou une translation des valeurs de X ne perturbe la distance d la
moyenne, et comme cette distance est au carré, une homothétie de rapport a la multiplie par a2.

Démonstration

() V) =E(X?-2mX +m?) = E(X?) -2mE(X) + m* = E(X?) - E(X)? par linéarité.
(i) V(aX+b)=E((@aX +b)?)-E(@aX +b)? = a’E(X?) +2abE(X) + b? - a? E(X)? - 2abE(X) + b? = a?V (X). u

Covariance

Définition 27 : Covariance

Soit (X,Y) € (L2)2 un couple de variables aléatoires réelles discretes admettant un moment d’ordre 2.
On appelle covariance du couple (X, Y) le nombre

Cov(X, ) = B((X - EX)(Y - E(V))).

Lorsque Cov(X,Y) =0, X et Y sont dites non corrélées.

Remarque

R68 — La covariance mesure la corrélation entre les variations de X et de Y dans le sens ou elle est positive lorsque
X et Y s’écartent de leur moyenne dans le méme sens, et négative si c’est dans le sens opposé.

R69 — Cela ressemble & un produit scalaire et ce n’est pas un hasard! On vérifie facilement qu’il s’agit d’une forme
bilinéaire positive. La variance correspond au carré de la « norme » (et donc I'écart-type a la « norme ».)
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Cela permet par exemple d’appliquer I'inégalité de Cauchy-Schwarz (mais sans le cas d’égalité)
Cov(X, Y)2 <VX)V(Y) ie |Cov(X, V) < o(X)a(Y).

Propriété 46 : de la covariance

Soient X, Y € [? deux variables aléatoires réelles discréte admettant un moment d’ordre 2.
() Cov est une forme bilinéaire positive.

(i Formule de Kcenig-Huygens :
Cov(X,Y) =EXY)-EX)E(Y).

(i VIX+Y)=V(X)+2Cov(X,Y)+ V(Y).
(iv) SiX LY, Cov(X,Y)=0 et la réciproque est fausse.

Démonstration

(@) Provient de la linéarité et la positivité de E.
(i) Cov(X,Y)=EXY)-2EXEY)+EXEY)=EXY)-EXIEY).
(i) C’est une identité remarquable :

VX+Y)=Cov(X+Y,X+Y)=Cov(X,X)+2Cov(X,Y)+Cov(Y,Y) =V (X)+2Cov(X,Y)+ V(Y).
ou alors
VX+Y)= E((X—]E(X) + Y—]E(Y))z]

-E ((X— IE)(X))Z) +2BE((X-EX) (Y -EY)) +E ((Y - E(Y))Z) .

(iv) Immeédiat avec (ii). (Voir contre-exemple de E(XY) = E(X)E(Y).)

Remarque
R70 — Cov(X, X) =0 = X constante presque sGrement.
Cov(X,Y) _ X

- —= ov(— x Y )e] —1,1[ est le ceefficient de corrélation de X et v.
o(X)o(Y) oX) oY)

ﬂ Variance d’'une somme de variables aléatoires

Propriété 47 : Variance d’'une somme

Soient Xi,..., X, € L2
N Xi+--+X,el? et

n
VoG ++X)=Y ViXp+2 ¥ Cov(X;, X;).
i=1 ISi<j<sn

(i Si Xu,...,X, sont décorrélées deux & deux (i # j = Cov(X;, X;) =0),
VX1 +---+X,)=V(X7) +---+ V(X}).
En particulier, si X, ..., X, sont des vaiid,

V(Xy+-+ X,) =nV(Xy).
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Démonstration

L? est un R-espace vectoriel.

(i) Le cas n=1 est trivial et le cas n=2 a déja été vu.
Si c’est vrai pour n-1, alors

VXi+-+Xp)=V(X1+ -+ X1+ X)) = V(X1 +-+ Xp—1) + V(X)) +2Cov(Xy + -+ Xp—1, Xp)

n-1
=Y VXD + VX +2 ¥ COV(Xi,Xj)+2 y COV(Xi,Xj).

i=1 1<i<j<n-1 1<i<j=n
n

=Y Vixp+2 ¥ Cov(X;X;).
i=1 1<i<j<n

(i) Immédiat.

E Cas des lois usuelles

Propriété 48 : Espérance et variance des lois usuelles

() SiX~%Bp), EX)=petV(X)=pd-p)=pq.
(i Si X ~%B(n,p), BE(X)=np et V(X)=np(1-p)=npq.

o 1 1-p _¢q
i SiX~4p), BE(X)=— et V(X)= =—,
i P p p* p?
(V) SiX~2), EX)=V(X)=A.
Démonstration
() X2=X, VX)=EX)-p?>=p-p?>=p1-p)=pq.

n
(i) Onprend X =X +...+ X, ol Xj,..., X, sont des vaiid de loi B(p). V(X) = Y V(X;) = np(l - p) = npq.

k=1
12 _ _ _ 2pq p 1+q
(i) VX) =E(X?)-= avecE(x?)= n’pg" ' =pgq nn-1Dpq"*+p ng" ! = + = donc
( ) p ( ) nezllt\l* nEZ]N* neZ]l’\I* (l_q)g (l_q)Z p2
v =2,
p

(iv) méme principe mais avec de |'exponentielle.

m INEGALITES DE MARKOV ET DE BIENAYME-TCHEBYCHEV, LOI FAIBLE
DES GRANDS NOMBRES

Propriété 49 : Inégalité de Markov
Soit X e L' une variable aléatoire discréte admettant une espérance finie. Pour fout a> 0,

E(X])

P(X|>a) <

Remarque

. R . ) EX
R72 — Si X est & valeurs positives, on a donc aussi IP(X > a) < g.
a

E(X1)

R73— On aaussi P(X|>a) <
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Démonstration

Soit Y = |X].
Premiére méthode : Y étant positive,

EY)> Y POA=pyza) P¥=y=aP¥ >a).
yza yza

Deuxiéme méthode : Formule de transfert

E(X)= ) PX=xlxI<a ) PX=x)=aP(X|>a)
xeX(Q) |x|>a

Troisiéme méthode : 1y, < L et croissance de E.

Propriété 50 : Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Soit X € L2 une variable aléatoire réelle discréte admettant un moment d’ordre 2, m =TE(X), a > 0.

V(X)

PIX-EX)|Za) < —
a

c’est-a-dire, en notant m I’'espérance de X et o son écart-type,

0.2
PlX-mlza)<—
a

Démonstration
Découle directement de I'inégalité de Markov :

(X-EX)?)  V(X)
a? Toa?

2 2 E
P(X-EX)| > @) =P(X-EX)*>a?) <

ou, directement,

VO =E(X-EX?)= ¥ G-EX)PPX=x)
xeX(Q)

>a> Y @ PX=9=dP(X-EX)I>a
x| lx-E(X)|>a

Remarque
2

R74— OnaaussiP(X-ml>a) < U—Z.
a
R75 — le a? est logique pour des raisons d’homogénéité (dimension).
R76 — On retrouve avec I'inégalité de Bienaymé-Thebychey, le fait que si V(X) =0,

Ve>0, P(IX-EX)| >¢)=0.

Donc, P(X-EX)|>0) =0, c'est-a-dire P(X = E(X)) = 1.

R77 — En particulier, P(X-EX)l<a) >1- V(if)'
a

Infuitivement, en répétant de nombreuses fois un lancer de piece équilibrée, la fréquence d’apparition de pile doit
1
se rapprocher de 3
Le théoréme suivant permet de donner un cadre théorique & cette intuition.
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Théoréme 3 : Loi faible des grands nombres

Soit (Xp)p>1 € (LZ)]N " une suite de variable aléatoires discrétes réelles deux & deux indépendantes iden-
tiquement distribuées (de méme loi) sur (Q,«/,P), admettant un moment d’ordre 2. Soit m I’'espérance
de X,, et o son écart-type.

On pose enfin S, = X1 +---+ X;,.

Pour tout e > 0,

0.

7|

ol

n n—+00

Remarque

R78 — Parmi tous les échantfillons de valeurs possibles (Xi,..., X,), ceux dont la moyenne (S, /n) s'éloigne de I'espé-
rance m sont rares, et cette rareté s'accentue avec la taille de I'échantillon (n — +o0).

Démonstration

D’aprés I'inégalité de Bienaymé-Tchebycheyv,

2

P(s—"—m'>£)<0—2.
n ne
2

En effet, E(%") =m et V(%") = % par indépendance.

Exercice 20: CCINP 99
1. Rappeler I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.
2. Soit (Y;,) une suite de variables aléatoires indépendantes, de méme loi et admettant un moment d’ordre 2.
n

Onpose S, = Y Y;.

=i
V()
na?

Sn
Prouver que : Y a €10, +oo[, P o E(Y7)

2a)<

3. Application : On effectue des tirages successifs, avec remise, d’une boule dans une urne contenant 2 boules
rouges et 3 boules noires.
A partir de quel nombre de tirages peut-on garantir & plus de 95% que la proportion de boules rouges obte-
nues restera comprise entre 0,35 et 0,45? R
Indication : considérer la suite (Y;) de variables aléatoires de Bernoulli ot v; mesure l'issue du i®™M® tirage.

1. Soit a €10, +oo[. Pour tfoute variable aléatoire X admettant un moment d’ordre 2, on a:
P(X-EX)|=a) < i;()
a

2. On pose X = S—”.
Par linéarité dg I'espérance et comme toutes les variables v; ont la méme espérance, on a E(X) = E(Yy).
De plus, comme les variables sont indépendantes, on a V(X) = %V(sn) = %V(Yl).
Alors, en appliquant 1. & X, on obtient le résultat souhaité.
3. VieN*, on considére la variable aléatoire ¥; valant 1 sila i®Me boule tirée est rouge et 0 sinon.
Y; suit une loi de Bernoulli de parametre p avec p = Z_ 0,4.
Les variables Y; suivent la méme loi, sont indépendantes et admettent des moments d’ordre 2.

On ad'aprés le cours, YieN, E(Y;) =0,4 et V(Y;) =0,4(1-0,4) =0,24.

n
On pose S, =) ¥;. Sy représente le nombre de boules rouges obtenues au cours de n tirages.
i=1

n

> ¥

Alors Ty, = =1 représente la proportion de boules rouges obtenues au cours de n tirages.
n

On cherche & partir de combien de tirages on a P(0,35 < T, < 0,45) > 0,95.

Sn Sn
Or P(0,35< T, <0,45) =P (0,35 < — <0,45|=P[-0,05< — — E(Y7) < 0,05
n n
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S _ g

:p(n

On a donc P (0,35 < Ty, < 0,45) =1—P(‘—"—E(Y1)
n

S _ gy
n

<0,05):1—P(

> 0,05).

>0,05).

PR ) . S 0,24
Or, d’apres la question précédente, P( 2 _EW)| > 0,05) < .
n n(0,05)2
Donc P (0,35 < Ty, < 0,45) >1 b
) xInxY = n(0'05)2 {

)

) . N N . 0,24
Il suffit alors pour répondre au probléeme de chercher a partir de quelrang n,ona 1 - W >0,95.
n

)

B ) " ) 0,24 .
La résolution de cette inéquation donne n > 0.053 c’est-a-dire n > 1920.

)

ﬂ FONCTIONS GENERATRICES

Dans cette partie, les variables aléatoires sont & valeurs dans IN.

Il Définition

Définition 28 : Fonction génératrice

Soit X variable aléatoire discréte sur (Q, «7,P) a valeurs dans IN.

+00
On appelle fonction génératrice associée a X Ila fonction Gx: r— Y P(X = n)t".

n=0

Propriété 51 : des fonctions génératrices

() Le rayon de convergence de la série entiére ) (X = n)t"" est au moins égal & 1,et elle converge
normalement sur [-1,1].
(i Pour tout te[-1,1], Gx (1) = E(t%).

(i) Gx est continue sur [-1,1], de classe € sur]1—1,1[ et pour fout ne N, P(X = n) = X —
n.
Démonstration
(i) Vient du fait que ) P(X = n) converge.
(i) Théoréme de transfert grice & la converge absolue de la série.
(i) Convergence normale sur [-1,1] et propriété des séries entieres. [ |

Propriété 52 : Caractérisation de la loi

Deux variables aléatoires X, Y & valeurs dans IN ont méme loi si et seulement si elles ont méme fonction
génératrice.

Démonstration

Unicité du DSE. ]
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Propriété 53 : Lien avec I'espérance et la variance

() XeL! (est d’espérance finie) si et seulement si Gx est dérivable est 1 et alors E(X) = Gx(1).

(i X e L? si et seulement si Gx est deux fois dérivable est 1 et alors B(X(X —1)) = Gy ).
On exprime alors V(X) a I'aide de G(1) et G%(1).

Démonstration
Soit fr:t—P(X =n)t".
(i) Si X est d’espérance finie, alors on vérifie que )_ f;, converge normalement ce qui permet via théoréme de

justifier que Gx est de classe ¢! sur [-1,1] et d’obtenir Gx(1) = E(X).
Si Gy est dérivable est 1, Gg’( étant positive sur (0,11, Gg( est croissante et admet une limite en 1.
Comme Gy est continue en 1, le théoréme de la limite de la dérivée s’ applique et cette limite ne peut valoir

que Gy (1).
N

Puis on majore ) P(X = mnt" ! par Gg((l) et on fait tendre ¢ vers 1 : on obtient que (IP(X = n)n);, est sommable
n=0

puis le résultat.

(i) Méme principe : X(X - 1) est d’espérance finie si et seulement si Gx est deux fois dérivable en 1 et
EXX-1)=G51).

Puis V(X) = E(X?) - E()? = E(X(X - 1) + E(X) - E(X)? = G}, (1) + Gx (1) - G (1),

E Cas des lois usuelles

Le programme demande de savoir calculer la fonction génératrice d’une variable aléatoire de Bernoulli, binomiale,

géométrique, de Poisson. Allons-y.
(Gx(t) =qg+pt= 1—p+pz)

définie sur R, ce qui redonne bien E(X) = p et V(X) = pg.

Loi de Bernoulli %(p) :

n
Loi binomiale %(n,p): Gx(1) =)
k=0

Z)pkqn_ktk donc

(Gx(t) =(g+pnt= (1—p+pt)’D

définie sur R, ce qui redonne bien E(X) = np et V(X) = npq.

+00
Loi géométrique ¥(p): Gx(1)= Y pq" '¢" donc
k=1

pt pt
) = =]
X = T T TTa e

définie sur ]—é, é [ ce qui redonne bien E(X) = % et V(Xx) = ﬁz.
q

Gx (1) =MD

définie sur R, ce qui redonne bien E(X) = V(X) = A.

+00 /ln
Loi de Poisson 2(1) : Gx(1)= Y. We_lt” donc
k=0 ™
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Somme des variables aléatoires

Propriété 54 : Fonction génératrice d’'une somme

Soient Xi,..., X, des variables aléatoires discretes indépendantes & valeurs dans IN. Alors

n
Gx,+-+X, = | | Gx;-
i=1

Démonstration

n n
Pour chaque ¢, les tXi sont indépendantes, donc I (¢X1+-+%n) = ]E(]"[ rXi) =11 ]E(rxi).

Applications
m On retrouve la fonction génératrice d’une loi binomiale & partir de la sommme de n vaiid de loi de Bernoulli.
m Une somme de variables aléatoires de loi de Poisson 22(1;) est encore de loi de Poisson de paramétre la somme
des 1;.
m Une somme de variables aléatoires de loi 8(n;, p) indépendantes est de loi B n;, p)

ﬂ Exercices CCINP

Exercice 21: CCINP 96
Soit X une variable aléatoire & valeurs dans N, de loi de probabilité donnée par: VneN, P(X =n) = py.

+00
La fonction génératrice de X est notée Gy et elle est définie par Gx (1) = E[tX]= Y p,t".
n=0

1. Prouver que l'intervalle |-1,1[ est inclus dans I'ensemble de définition de Gy.

2. Soit X; et X, deux variables aléatoires indépendantes a valeurs dans N.
On pose S = X7 + X.
Démontrer que Vre]-1,1[, Gs(t) = Gx, (t)Gx, (1) :

(a) en utilisant le produit de Cauchy de deux séries entiéres.
(b) en utilisant uniquement la définition de la fonction génératrice par Gx () = E[+*].

Remarque : on admettra, pour la question suivante, que ce résultat est généralisable & » variables aléatoires
indépendantes a valeurs dans N.

3. Un sac contient quatre boules : une boule numérotée 0, deux boules numérotées 1 et une boule numérotée
2.
Soit n e N*. On effectue n tirages successifs, avec remise, d’'une boule dans ce sac.
On note S, la somme des numéros tirés.
Soit re]-1,11.
Déterminer Gg, (1) puis en déduire la loi de S;,.

1. On considére la série entiére Y p,t" et on note R son rayon de convergence.
+00
La série )" p, converge car Y pp=1.
n=0
Donc ) p,t" converge pour t=1,donc R> 1.
Notons Dg, I’ensemble de définition de Gx.
Onadonc :]-1,1[c Dgy

2. Soit X; et X, deux variables aléatoires indépendantes & valeurs dans N.
On pose S = X; + Xo.
Prouvons que Vte]-1,1[, Gs(#) = Gx, (1)Gx, (1).

(0) En utlisant le produit de Cauchy de deux séries entiéres :
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Notons R; le rayon de convergence de la série entiere Y P(X; = n)¢".
Notons R; le rayon de convergence de la série entiere Y P(X, = n)¢".

n
Notons R le rayon de convergence de la série entiere produit ch t" avec ¢, = Z P(X;=k)P(Xo =n-k).
k=0
On a, d’aprés le cours, R > min (R, Ry) et :

+00 +00 +00 n

Vte]-R,R], (Z P(X;=nt" (Z P(X, = n)t") =Y | X PX1=bPXo=n- k)) t"
n=0 n=0 n=0\k=0

Or,onavudanslaquestion 1.que Ry >1et Ry > 1.

Donc, R>1.
Donc, par produit de Cauchy pour les séries entieres,

+00 +00 +00 n
Viel-1,1[, (Z P(X;=nmt" (Z P(Xo = n)t") =W (Z P(X1 =k)P(X> :n—k)) " *

n=0 n=0 n=0\k=0
De plus, pour tout entier naturel n,

n
S=nm=X1+X2=n)=J (1 =k n (X2 =n-k) (union d’événements deux & deux incompatibles).
k=0

n
Donc: P(S=n)= ) P(X1=kP(Xp=n-k). (*
k=0

+00
Donc, d’aprées (*) et (**), Vre]-1,1[, Gx, (0Gx, (1) = Y P(S=n)t".
n=0
C'est-a-dire, Yte]-1,1[, Gx, (1)Gx, (1) = Gs(1).
(o) En utilisant uniquement la définition de de Gx (1) :

Soit te]-1,1[.

D'aprés 1., tX1 et X2 admettent une espérance.

De plus, Gx, (1) = E[tX1] et Gy, (1) = E[t*2].

X; et X, sont indépendantes donc X1 et X2 sont indépendantes.
Donc tX1¢X2 = 1S admet une espérance et E[5] = E[+X1]E[tX2].
C'est-a-dire, Gs(1) = Gx, (1)Gx, (1).

3. Soit S, variable aléatoire égale & la somme des numeéros tirés.
Soit i € [1, .
On note X; la variable aléatoire égale au numéro tiré au i®™Me tirage.
X; (Q)=1{0,1,2}.
Deplus, P(X;=0)=%, P(X;=1)=4=1 et P(X;=2)=1}.
Donc, Ytel-1,1[, Gx, (1) = E[tXi] = (OP(X; = 0) + ! P(X; = 1) + 2 P(X; = 2).
Donc, Vtel-1L1[, Gy, (=1 +1t+ 12 =1+ 12
Oona:S,=X1+Xo+...+ Xp.

De plus, les variables aléatoires X1, Xo, ..., X, sont indépendantes.
D'aprés 2., on en déduit que : Vte]-1,1[, Gs, () = Gx, (1)Gx, (?)....Gx,, (1).
Crest-a-dire, Vte]-1,1[, G, () = 77 (1 + )"

2n on) 1 4
Ou encore, Yrel-1,1[, Gs, ()= Y — K
k=o\ k] 4

+00
Or, Vtel-1,1[, Gs, () = Y. P(Sp = k)t~.
k=0
Donc, par unicité du développement en série entiere :
2n| 1 _[2n)(q1\k(q)2n—k
C- ()

Donc, Sy suit une loi binomiale de paramétre (2n, %).

S(Q) =[0,2n] et Vke [0,2n], P(Sp = k) =

Exercice 22: CCINP 110
Soit (Q, <7, P) un espace probabilisé.

1. Soit X une variable aléatoire définie sur (Q, <, P) et & valeurs dans N.
On considére la série entiére ) " P(X = n) de variable réelle .
On note Ry son rayon de convergence.
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(a) Prouver que Ry > 1.

+00

On pose Gx (1) = )_ t"P(X = n) et on note D¢, I'ensemble de définition de Gy.
n=0

Justifier que [-1,1] < Dg, .

Pour tout réel ¢ fixé de [-1,1], exprimer Gx () sous forme d’une espérance.
(b) Soit k e N. Exprimer, en justifiant la réponse, P(X = k) en fonction de Ggf) (0).

2. (a) On suppose que X suit une loi de Poisson de paramétre A.
Déterminer Dg, et, pour tout re Dg,, calculer Gx ().

(b) Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé, indépendantes et suivant
des lois de Poisson de parameétres respectifs 1; et 1,.
Déterminer, en utilisant les questions précédentes, la loi de X + Y.

+00
1. (0) VreN,Vre[-1,1], [t"P(X=n)|<P(X=n) et ) P(X=n) converge ( )  P(X=n)=1).
n=0
Donc Vre[-1,1], Y *P(X = n) converge absolument.
On en déduit Rx > 1 et aussi [-1,1] c Dg,. Au surplus, pour tout ¢ dans [-1,1], le théoreme du transfert

+00
assure que la variable aléatoire X admet une espérance et E(rX) = Y "P(X = n) = Gx(1). Gx est la
n=0
fonction génératrice de X.
(b) Soit keN. Gx estla somme d’une série entiére de rayon de convergence Ry > 1. Donc, d’aprés le cours,

Gx est de classe C* sur |-1,1[ < ]-Rx, Rx|.
|

+00
Deplus, Vre]l-1,1[, 6P 0= Y " kp(x = n).

= (n—k)!
il &) Gy ©
En particulier, Gy~ (0) = k!P(X = k) ef donc P(X = k) = ——.
2. (a) Onsuppose que X suit une loi de Poisson de parameétre A.
Al An" . ,
vieR Y px=m=Y e ety M7 converge (série exponentielle) et donc D, = R.
n! n!
+00 n
AT AT At _ A
n=0 n!
(b) On suppose que X et Y sont indépendantes et suivent des lois de Poisson de parameétres respectifs 1;
et A
Dy =Dg, =R et, sion pose Z=X+Y,alors [-1,1] < Dg,.
Alors, YV te[-1,1], Gz (1) = E¢X*Y) = E¢XtY) = EtX)E(tY) car X et Y sont indépendantes et donc, d’aprés
le cours, X et ¥ sont indépendantes.
Donc, d’aprés 2.(a), Gz (1) = eM(=Del2(i=1) — glhi+A2)(1=1),

De plus, VteR, Gx(r)=e

On reconnait la fonction génératrice d’une loi de Poisson de parametre A; + A,.
Donc, d'aprés 1.(b). comme Z a la méme fonction génératrice qu’une loi de Poisson de paramétre
A1+ Ay, alors Z = X + Y suit une loi de Poisson de parameétre A; + A,.

m FORMULAIRE

Sous réserve d’existence, sommabilité, d’admission de moments, etc. Voici les principales formules du chapitre.

m loide X:| Px:A— ) P(X=x) |déterminée parles P(X = x) pour x € X(Q), positifs de somme 1.

X€EA

m Espérance de X : | EX)= ) PX=xx |etsiQ fini ou dénombrable | E(X)= ) P{w)X(w) | et si
xeX(Q) weQ)

+00
X@QcN,|EX)=) PX=>n).

n=1
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Formule de transfert : | E(f(X)= ). PX=x)f(x).
xeX(Q)

Variance de X : (V(X) =E(X-EX)?) =E(Xx?)- E(X)z)

Covariance de X et Y : (Cov(X, YV)=E(X-EX)(Y-EY))=EXY)- E(X)IE(YDnuIIe si indépendantes.

Variance d’une somme : (V(X+ Y)=V(X)+2Cov(X,Y) +V(Y))

Loi de Bernoulli &(p) :

(IP(le)zp P(X=0=1-p=¢q EX)=p V(X)=pg GX(I)=6I+PD

Loi binomiale %(n, p) :

n

V ke [o,n], IP(X:k):(k

)pkq"’“ EX)=np  VX)=npq  Gx=(q+p)"

Loi géométrique 4(p) :

q pt
= Gx=
B x () gt

pelo,ll  VneN*, P(X=n)=pg"" ]E(X):% VX)) =

Loi de Poisson 22(1) :

n

A
A>0 vnel, ]P(X:n)zﬁe*‘ EX) =21 VX)=42 Gx (1) = ert=1

Continuités croissante et décroissante : Si (4,) . une suite croissante (pour I'inclusion)

P(Ag)

P

k—+o00

Si (An)new UNe suite décroissante (pour I'inclusion)

+00
P(AL) p— ]P(ﬂ A,,)
=t n=0

Inégalité de Markov : Si a>0, [IPUXI >a) < E(LXD]

2

o
al

Inégalité de Bienaymé-Tchebychev : Si a>0, m=E(X) et 6 =0(X) = VV(X). EP(lX -m|>a) <

Loi faible des grands nombres : Si ¢ > 0, (X,,) une suite de vaiid L? d’espérance m et d’écart-type o,alors

7|

0.

n—+oo

S
n
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m Inégalité de Cauchy-Schwarz : Si X,Y € I, alors XY e L!, et

(E(XY)Z < E(XZ)IE)(YZ))

avec égalité si et seulement si X et Y sont colinéaires presque sdrement.,
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