Endomorphismes des espaces euclidiens

Extrait du programme officiel

L'objectif de cette section est double :

— approfondir dans le cadre euclidien la thématique de la réduction des endomorphismes, & fravers I'étude des endomor-

phismes aufoadjoints et des isométries,

— infroduire la notion d’endomorphisme symétrique positif, notamment en vue du calcul différentiel d’ordre 2.

La notion de produit scalaire hermitien est hors programme.

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Adjoint d’'un endomorphisme

Représentation des formes linéaires sur un espace euclidien.
Adjoint d’un endomorphisme d’un espace euclidien.

Linéarité de u— u*, adjoint d’'une composée, involutivité du pas-
sage & I'adjoint.

Matrice de I'adjoint en base orthonormée.

Si le sous-espace F est stable par u, alors FL est stable par u*.

Notation u*.

b) Matrices orthogonales

Matrice orthogonale : définition par ATA = I, caractérisation par
le caractere orthonormal de la famille des colonnes, des lignes.
Groupe orthogonal.

Matrice orthogonale positive ou directe, négative ou indirecte.

Orientation d’un espace vectoriel réel de dimension finie.

Interprétation comme matrice de changement de base ortho-
normée. Matrices orthogonalement semblables.

Notations 0, (R), O(n).
Notations SO, (R), SO(n).

Pour E euclidien orienté et e et ¢ bases orthonormées directes
de E, égalité des applications det, et det,.

c) Isométries vectorielles d’'un espace euclidien

Isométrie vectorielle : définition par la conservation des normes.

Exemples : symétrie orthogonale, réflexion.

Caractérisations des isométries de E parmi les endomorphismes
de E: par la conservation du produit scalaire, par I'image d’une
base orthonormée, par la relation u* = u~1L,

Groupe orthogonal.
Déterminant d’une isométrie. Isométrie directe, indirecte.

Groupe spécial orthogonal.

Par définition, une isométrie vectorielle est linéaire.
On mentionne la terminologie « automorphisme orthogonal »
tout en lui préférant « isométrie vectorielle ».

Notation O(E).

Notation SO(E).

d) Isométries vectorielles en dimension 2

Description des matrices orthogonales directes et indirectes de
taille 2.

Rotation vectorielle d'un plan euclidien orienté.

cos(t) —sin(?)

Morphisme ¢ — ( ) de R dans SO, (R); surjectivité

sin(t) cos(1)
et noyau.

Classification des isométries d'un plan euclidien.

On introduit & cette occasion, sans soulever de difficulté sur la
notion d’angle, la notion de mesure d’un angle orienté de vec-
teurs.

Isomorphisme de U sur SO3 (R). Le groupe SO, (R) est commutatif.

e) Réduction des isométries

Stabilité de I'orthogonal d’un sous-espace stable.

Réduction d’une isométrie en base orthonormée.

Interprétation matricielle.
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Cas particulier : réduction d’une isométrie vectorielle directe
d’un espace euclidien de dimension 3.
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CAPACITES & COMMENTAIRES

La forme réduite justifie la terminologie « rotation ».
La pratique du calcul des éléments géométriques d'un élément
de SO3(R) n"est pas un attendu du programme.

f) Endomorphismes autoadjoints d’'un espace euclidien

Endomorphisme autoadjoint : définition par u* = u.
Stabilité de I'orthogonal d’un sous-espace stable.

Caractérisation du caractére autoadjoint par la matrice en base
orthonormée.

Les projecteurs orthogonaux sont les projecteurs autoadjoints.

Théoréme spectral : si u est un endomorphisme d’un espace eu-
clidien E, alors u est autoadjoint si et seulement si E est somme
orthogonale des sous-espaces propres de u ou, de maniére équi-
valente, s'il existe une base orthonormée diagonalisant u.

On mentionne la terminologie « endomorphisme symétrique »,
tout en Iui préférant « endomorphismne autoadjoint ». Notation
S (E).

Interprétation matricielle : une matrice de .4, (R) appartient &
“nR) si et seulement si elle est orthogonalement diagonalisable.

g) Endomorphismes autoadjoints positifs, définis positifs

Endomorphisme autoadjoint positif, défini positif.
Matrice symétrique positive, définie positive.

Caractérisation spectrale. Notations .#* (E), #** (E).
Caractérisation spectrale. Notations ., (R), &, * (R).
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Tous les espaces vectoriels de ce chapitre, souvent notés E, sont des espaces vectoriels euclidiens : R-espaces
vectoriels de dimension finie munis d’un produit scalaire.

“ PRELIMINAIRE : MATRICE D’UN ENDOMORPHISME DANS UNE BASE OR-
THONORMALE : EXPRESSION A L'AIDE DU PRODUIT SCALAIRE

Voici une propriété qui nous sera utile fout au long de ce chapitre.
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Propriété 1 : matrice d’'un endomorphisme dans une base orthonormale

Soit ue L(E), % = (e1,...,e,) Une base orthonormale de E. Les coefficients de la matrice A = Matgg(u)
sont donnés par
V(i j) € [1,n]? aij = (e; |ulep)

Démonstration

a;,j est la coordonnée de u(e;) selon le vecteur e; de la base orthonormale 4.

m ADJOINT D’UN ENDOMORPHISME

Nous allons enfin pouvoir donner une interprétation géométrique & la seule opération matricielle pour laguelle on
ne I'avait pas encore fait.
Commengons par rappeler un résultat vu dans le chapitre précédent.

Théoreme 1 : de représentation de Riesz

Soit a € E euclidien et ®,: x € E— (alx). Alors

E — Z(ENR)
W
a — @,

est un isomorphisme.
Ainsi, pour fout forme linéaire ¢ € £ (E,R), il existe un unique élément a€ E tel que ¢ = (al-).

Corollaire 1
Soit E un espace euclidien et ue £(E).
Alors il existe un unique endomorphisme v e £ (E) tel que

Vx,y€E, (u@®)]|y)=(x|vy).

Démonstration

m Soit y € E. U'application ¢y : x — (u(x)|y) étant une forme linéaire sur E, d'aprés le théoréme précédent, il
existe un unique vecteur que I'on notera v(y) € E plutdt que a, tel que ¢, = (v(y)|+). c’est-a-dire, pour tout
x€E, (u(x)|y) = (v(y)|x) = (x| v(y).

On définit ainsi de maniére unique une application v: E— E.

m Montrons la linéarité de v. Soient y,y' e Eet 1e R.

VxeE, (v(y+Ay)-vy)-av(y)|x) = (v(y+1y)|x) - (vW]x) = A (v (¥) %) = (v + 1y [ul®) - (y|u0) = A (¥ |ux) = 0

Donc v(y+Ay') - v(y) - Av(y') € E- = (0g} et donc v(y+Ay') = v(y) + Av ().

Définition 1 : Adjoint d’un endomorphisme

Soit E un espace euclidien et u e £(E). On appelle adjoint de u, I'unique endomorphisme u* € £(E)
fel que
Vx,y€E, (u)]|y)=(x|u*®).

Exemple
E1 - Adjoint de l'identité, de I'endomorphisme nul et plus généralement d’une homothétie.
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Propriété 2 : Linéarité et adjoint d’'une composée

Soient E euclidien et u,ve £(E), A e R. Alors
(uov)* =v*ou*

(u+Av)" =u*+Av*.

Démonstration

On écrit, pour fout x,y € E,
(wwe)|y) = (v@|u* (1) = (x|v* («* @)
et on invoque I'unicité définissant I'adjoint.

Propriété 3 : Involutivité

Soient E euclidien et ue % (E). Alors
(u*)" = u.

Démonstration

On écrit, pour fout x,y € E,
(" (]y) = (x[u)
et on invoque I'unicité définissant I’adjoint.

Propriété 4 : Matrice de I'adjoint en base orthonormée

Soient E euclidien, ue £(E), & base orthonormée de E, M = Matg(u). Alors

Matg (u*) = Matg (w))T = MT.

Démonstration

Notons M* =Matg (u*).
Alors, pour fout (i, j) € [1,n]?,

m; . =(e; |u* (ej]) = (u(ei)|ej) =mj,;

l,]
car % est orthonormale. Donc M* = MT,

Remarque

R1- Silabase n’est pas orthonormée, il N’y a aucune raison pour que la matrice de u* soit la tfransposée de celle
de u.

R2 — Permet de retrouver tres facilement les résultats précédents!

Corollaire 2 : Caractéristiques communes

Un endomorphisme et son adjoint ont méme trace, méme déterminant, méme polynéme caracte-
ristique, méme idéal annulateur, méme polynéme minimal, méme spectre (mais pas mémes vecteurs
propres en genéral).
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Propriété 5 : Sous-espace stable

Soient E euclidien, ue £(E), F un sous-espace de E. Si F est stable par u, alorsF+ est stable par u*.

Démonstration

SixeFletyeF,
(" @|y) = (x|uy) =0
caru(y)eF et xe FL,

Remarque
R3 — La réciproque est bien sar vraie.

Exercice 1 : Classique : montrer que I'image et le noyau de u* sont respectivement I'orthogonal du noyau de u et
I'orthogonal de I'image de u

Exercice 2: CCINP 63

Soit E un espace euclidien muni d’un produit scalaire noté (|). On pose Vx € E, ||x|| = v(x[x).
Pour tout endomorphisme u de E, on note u* I'adjoint de u.

1. Un endomorphisme u de E vérifiant Vx € E, (u(x)|x) = 0 est-il nécessairement 'endomorphisme nul ?
2. Soit ue £(E). Prouver que les trois assertions suivantes sont équivalentes :
i. uou*=u*ou.
ii. Y(x,y) € B2, (ux)u@) = @* (0u* ().
ili. VxeE, [lu(x)|=lu*x)].
Solution :
1. On se place sur E = R? muni du produit scalaire canonique.

0
A . : T . .
On considére u la rotation d’angle = dont la matrice dans la base canonique de R? est A= (

, définie
1 0

par u(xy, x2) = (=x2,x1). On a bien Vx e E, (u(x)|x) =0 mais u n’est pas I'endomorphisme nul.
2. m Prouvons que i. = iii.
Supposons que uou* = u* o u. Prouvons que Yx e E2, [|u(x)[ = ||u* (0.
Soit xe E. Alors

lua)? = (u)|u) = (x]u* o ulx) = (x|uo u* (1)) = (u* ()|u* (1) = | u* ) |°

m Prouvons que iii. = ii.
On suppose que Vx e E2, [lu(x)|l = ||u* (x)|. Prouvons ¥ (x, y) € E2, (u(x)|u(y)) = (u* (x)|u* ().
D’aprés une identité de polarisation,

1
wColu(y) = 5 (Il + um]? = 1w - [um|?).

Or, u est linéaire donc |u(x) + u)||* = |utx+ >
De plus par hypothése, |ux+y)|| = [|u* (x+p)|. lu@)l = |u* @] et ||Juw)| = ||«*@)|. Donc

@l = 3 (| @+l - Ju* @ - fu* ?).
Or u* est linéaire donc ||u*(x+y)|| = ||u* (x) + u* () |. Donc
W()u(y) = % (lw* @+ w* o ]? - | @* - |w* ») %)
Or, d’aprées une identité de polarisation,

@ @ o) =5 (w0 +w o)* - u @] - | w]?).

1
2
Donc (u(x)|uy)) = (u* (x)|u* ).
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m Prouvons que ii. = i.
On suppose que Y(x,y) € E2, (u(x)|u(y) = (u* (x)|u* (). Prouvons que uou* = u*ou.
On a, pour tout x,y € E,
(u* oux)|y) = (uou™(x)|y).

Par I’'unicité définissant I'adjoint, on tire u* ou=uou*.
Elle se retfrouve en remarquant que pour tout x,y € E,

(w* ou(x)—uou*(x)|y)=0

donc pour tout x € E, u* o u(x) — uou*(x) € EX = {0g}.

m MATRICES ORTHOGONALES

Il Définition

Définition 2 : Matrice orthogonale

Une matrice carrée A de 4,(R) (n€ IN*) est dite orthogonale si et seulement si ATA=1,.
On note @(n) ou 0, (R) I'ensemble des matrices orthogonales de ., (R).

E Caractérisations

Propriété 6 : Caractérisations des matrices orthogonales

Soient Ae 4,(R) (ne€IN*).
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

() AeO(n)ie ATA=1,
(i A estinversible et A~1 = AT
(i AAT =1,
(iv) ATed(n)
(v) Les colonnes de A forment une famille orthonormale pour le produit scalaire usuel
(Vi) Les lignes de A forment une famille orthonormale pour le produit scalaire usuel

Démonstration

B (i) = (ii) = (iii) < (iv) : Facile.
m (i) < (v) : pour tout (i, j), (ATA)l.'j = Cl.TCj =(G;ICj) donne immédiatement I’'équivalence.
m (iv) < (vi) s'obtient en fransposant. [ |

Remarque

R4 — A La matrice est orthoGONGale si et seulement si ses colonnes sont orthoNORmales.
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Exemple
E2—
V22 V33 —V6/6

M=| 0 V33 V63
V22 —V3/3 Vel

(C11C) = v2/2V/3/3 —V2/2V3/3 = 0.

(C2|C3) = —V3/3v6/6 + V3/3v6/3 — V3/3V6/6 = 0.
(C11C3) = —V2/2v/6/6 + V2/2/6/6 = 0.

ICLI2 = (Var2)? + (V2I2)® = 12+ 12 = 1.

G212 = (V3/3)% + (V3I3)* + (V3I3)? = 13+ 1/3+ 1/3=1.
IC3112 = (VBl6)? + (VBI3)? + (VBI6)* = 1/6+4/6+1/6 = 1.
Donc Me@(3).

Exercice 3: 0 (n) est compact.

Structure

Propriété 7 : Structure du groupe orthogonal

Pour fout n e N*, (@ (n), x) est un groupe appelé groupe orthogonal d’ordre n. C’est méme un sous-
groupe de 4% ,(R).

Démonstration
On montre facilement que I, € @(n), et si M,Ne @(n), MN~1 = MNT e ©(n) car

(MNTHTMNT =(NT)TMTMNT = N(MTM)NT = NI,NT =NNT =1,,.

ﬂ Matrices de passage orthogonales et changement de base orthonor-
male

Propriété 8 : Matrice de passage en bon

Soient, dans un espace euclidien E, % une b.o.n., #' une base de E et P = Pg’ la matrice de passage
de B G %'
%' est une b.o.n. de E si et seulement si P est orthogonale.

Démonstration

si &' est un b.o.n., on a déjd vu que P! = PT, et réciproquement, si P est orthogonale, le fait que les colonnes
de P soient orthonormale et que 2 soit une b.o.n. donne I'orthonormalité de %',

Remarque

R5 — Rappel : Changement de b.o.n. Si % et 2’ sont deux b.o.n. de E euclidien, P = ng' et fe £(E):

Matgg (1) = PT Matgg (u) P
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Définition 3 : Matrices orthogonalement semblables

Deux matrices carrées A, B € .4, (R) sont dites orthogonalement semblables lorsqu’il existe une matrice
orthogonale P e @(n) telle que
A= PBPT.

Remarque

R6 — Cela signifie donc que A et B représentent un méme endomorphisme dans des bases orthonormales éven-
tuellement différentes.

Exercice 4 : Classique : décomposition QR
Soit Ac 4%, (R).
1. Montrer I'existence d’'une matrice Q € ¢(n) et d’'une matrice R triangulaire supérieure inversible telles que
A=QR.
On pourra inferpréfer A comme matrice de passage de la base canonique de ., (R) & la base formée des
vecteurs colonnes de A.

2. Si (Qp, Ry) est un couple qui convient, tfrouver tous les couples solution.

Solutfion :

1. Si (c1,...,cn) €st la famille des vecteurs colonnes de A, A est la matrice de passage de la base canonique

B, de R" & la base € = (cy,...,cn). On munit R” du produit scalaire canonique (pour lequel, donc, %, est
orthonormale). Soit 2 une base orthonormale de R obtenue & partir de € par le procédé de Gram-Schmidt.
On a alors, avec des notations habituelles :
P<€ — PQB ng
B~ "B "R

Mais ch, matrice de passage d'une base orthonormale & une base orthonormale, est orthogonale. Etf I'al-
gorithme de Gram-Schmidt garantit que, pour tout k,
¢ € Vect(ey,...,ex)
ou l'on note % = (ey,...,en) (ON a en effet, pour tout k,
Vect(ey,...,er) = Vect(cy,...,cx) )

et donc...ca marche.
2. A quelle condition a-t-on
QR =QoRo
ou Q et Qg sont orthogonales, R et Ry triangulaires supérieures inversibles ?
On remarque que I'égalité étudiée équivaut &

Qy'Q=RoR!

ou le premier membre est une matrice orthogonale, le second une matrice triangulaire supérieure. Le pro-
bleéme est donc : quelles sont les matrices & la fois orthogonales et triangulaires supérieures ? construisons une
telle matrice : son premier vecteur colonne, unitaire et dont seule la premiére composante est possiblement
non nulle, est donc (+1,0,...,0). Son deuxieme vecteur colonne est orthogonal au premier, sa premiere com-
posante est donc nulle. Donc seule sa deuxieme composante est non nulle, et vaut nécessairement +1 car
il est unitaire. Ainsi de suite...Bref,

OmNnT;; R) ={De¢; e {-1,1}"}

ou, si € = (€1,...,€n). De =diag(ey,...,e,). On conclut que
QR=QoRy ©3Jee{-1,1}"" R=D¢Ryet Q=QyDe

(ons’estservi du fait que D, était sa propre inverse). Grosso modo, cela signifie que dans deux décompositions
QR, au signe pres on retrouve les mémes coefficients.
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H Matrices orthogonales positives et négatives

Propriété 9 : Déterminant d’une matrice orthogonale

Les matrices orthogonales sont de déterminant +1. La réciproque est fausse.

Remarque

R7 — Une erreur classique est de considérer que la réciproque est vraie.

Démonstration
det(ATA) =1.
2 1
Contre exemple : A= ( )
1 0

Définition 4 : Groupe spécial orthogonal

On appelle groupe spécial orthogonal d’ordre n € IN*, noté .#@(n) ou @ ,,(R) le groupe des matrices
orthogonales de .#,(R) de déterminant positif (+1), dites matrices orthogonales positives ou directes. |l
est parfois noté ¢ (n) (Notation HP).

Les matrices orthogonales de déterminant négatif sont appelées matrices orthogonales négatives ou
indirectes. Les ensemble est 6~ (n) = ©(n) \ .6 (n) (Notation HP).
Démonstration : groupe

noyau du déterminant.

[
Remarque

2
R8 — Aftention, il ne suffit pas d’étre de déterminant 1. A= (

) n’est pas une matrice orthogonale positive.
1 0

T\

Méthode 1 : Connditre le signe d’une matrice de ¢ (3)

Si M e ©(3), il suffit de calculer son déterminant pour savoir si elle est positive ou négative.

Il suffit donc de connaitre une composante non nulle de C; A C, pour savoir si M € #6(3) (signe +) ousi M e 6~ (3)
(signe -).

physique...

Mais on peut s’épargner ce calcul : on sait que les colonnes de M forment une base orthonormale de .43 1 (R).
Donc, nécessairement, C; A Cz = £C3 (base directe ou non).
Seul probleme : le produit vectoriel n’est plus au programme de mathématiques... Mais il est au programme de

m ISOMETRIES VECTORIELLES D’UN ESPACE EUCLIDIEN

Il Définition
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Définition 5 : Isométrie vectorielle

Soit (E,|) un espace euclidien, |-l la norme euclidienne associée.
On appelle isométrie vectorielle (ou automorphisme orthogonal, dénomination non privilégiée par le
programme) de E tout endomorphisme u € £ (E) qui conserve la norme euclidienne, c’est-a-dire :

VxeE, llu)=IxI.

On note O(E) I'ensemble des isométries vectorielles de E. (La notation vient de la dénomination « or-
thogonal »).

Propriété 10 : Les isométries sont des automorphismes

Soit E un espace euclidien. Les isométries vectorielles de E sont des automorphismes. Autrement dit,
O(E) c4£(E).

Démonstration

Si ue ©E) et xeKeru, alors || x| = [|lu(x)|| =0, donc x = 0g. u est ainsi un endomorphisme de E injectif avec E de
dimension finie, donc bijectif. [ |

Remarque
R9 — En particulier, pour tout (x,y) € E2, d(u(x), u(y)) = d(x, y) : u conserve les distances.
R10— Pour étre fout-a-fait précis, il faudrait noter ¢(E,| ) cet ensemble, car les isométries ne sont pas les mémes
suivant le produit scalaire que I'on choisit.

R11 - Une symétrie orthogonale est un automorphisme orthogonal, alors qu’une projection orthogonale non triviale
ne I'est pas(si F# E et xe FL\ {0}, | pr(x0)]| = 0 # llxll (pr n’est pas injectif).)Attention donc au vocabulaire !

E Caractérisations

Propriété 11 : Caractérisations des isométries

Soient (E,| ) un espace euclidien, |-l la norme euclidienne associée et ue £ (E).
Les assertions suivantes sont eéquivalentes :

() u est une isométrie vectorielle,
(i u conserve le produit scalaire :
Vx,yeE, (ux)|uly)=(xly),
@iy u transforme TOUTE b.o.n. en une b.o.n.
(iv) u transforme UNE b.o.n. en une b.o.n.
(v) Dans TOUTE b.o.n., la matrice de u est orthogonale
(Vi) Il existe UNE b.o.n. dans laquelle la matrice de u est orthogonale

(Vi) ue9£(E) etu*=u! (jle u*ou=idg.

Démonstration

On a déja facilement (ii) = (i) et (iii) = (iv).
m () = (ii) : Si u est une isométrie vectorielle, alors pour tout vecteurs x et y de E,
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1
(u(x)lu(y))—Z(llu(X)+u(y)||2—||u(x) uy|?)
1
= 2 (lute+ ] = Jue-p|?)
_ 1
—Z(|x+ VI = = y]?) (cor u conserve ianorme)
x1y)

m (i) = (iii) : On suppose que u conserve le produit scalaire.
Soit (ey,...,en) Une base orthonormale de E.
Alors Vi, j e [1,n], (ule)lule)) = (ejlej) =8; ., donc (u(ey),..., u(ey)) est une famille orthonormale de E, et est

constituée de n vecteurs (non nuls, car normés) en dimension r : ¢’est une base orthonormale de E.
n

® (iv) = (i) : Onsuppose que u transforme une b.o.n. (ey,...,ex) enune b.o.n. de E. Soit xe E, alors x = Y (e;|x)e;
i=1

et x| = Z (e;1)2.
Lor’rhonormoh’re de la famille (u(ey), ..., ulen)) NOus donne de plus

2

=

lu@)l® = || Y (el ule;)

=1

(e; 102 |u(ed) | (d’aprés le théoréme de Pythagore)

1]

Il
—

2
(e; 102 = llx)12.

I

1l
—_

u est donc bien une isométrie vectorielle.
m ()= () :SiueOE), B=Ie,...,en) base orthonormale de E, u(2) est encore une base orthonormale et pour
tout (i, j).

(AT); ;= aj,i = (ejlule) = @ (eplep = (A*l)ij

)

Donc A1 = AT : A est orthogonale.
Autre justification possible : A est la matrice de passage de la b.o.n. 8 ala b.o.n. u(A).
m (v) = (vi) : évident.
m (vi) = (i) : S'il existe une base orthonormale 8 dans laquelle la matrice A de u est orthogonale, alors

VxeE, lul?=XTATAX=XTX=|x|?

donc u est une isométrie.
m (vi) < (vii) : vu la matrice de I’adjoint en base orthonormale.

Remarque

R12 — Un exercice classique consiste & montrer qu’une application qui conserve les distances et telle que u(0g) =
est automatiquement linéaire.

R13 - Un automorphisme u est une isométrie si et seulement si ¥ x,y € E, (u(x)ly) = (x|u"t(1)).
R14— Si A est la matrice dans une b.o.n. de ue @(E), alors la matrice de u~! dans cette méme base est A™1 = AT,
R15 — Efre représenté par une matrice orthogonale en base orthogonale seulement ne suffit pas : dans R? muni du

1 0
(e1,2e2) N'est pas orthogonal (il ne conserve pas la norme!) bien que A soit une matrice orthogonale.

0 1
produit scalaire usuel et de sa base canonique (e, e2), I'endomorphisme de matrice A= ( ) dans la base

Propriété 12 :Image de I'orthogonal d’un sous-espace

Soient E un espace euclidien, ue 0(E) et F un sous-espace vectoriel de E.

u(F) = uwE)*
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Démonstration
Si x e u(FL), il existe y € F* tel que x = u(y).
Alors, pour tout ze F, (x|u(z2)) = (u(y)|u(2) = (y1z) =0 car y e FL,
Donc u(F+) c u(F)+, et on obtient I'égalité en regardant les dimension et en utilisant la bijectivité de u :

dimu(F) = dim F = dim E - dim F = dim E — dim u(F) = dim u(F)*.

Propriété 13 : Stabilité par une isométrie

Soient E un espace euclidien, ue ©(E) et F un sous-espace vectoriel de E. Si F est stable par u, alors
F* I'est aussi.

Démonstration

u(F) < F donc Ft cu(F)* = u(Ft), orils ont méme dimension par bijectivité de u, donc u(Ft) = Ft.

Isométries directes et indirectes

Propriété 14 : Déterminant

Une isométrie vectorielle est de déferminant 1. La réciproque est fausse.

Définition 6 : Rotations et isométries indirectes

Si E espace euclidien, on appelle groupe spécial orthogonal de E, noté .#6 (E) le groupe des isométries
de E de déterminant positif (+1), appelées isométries positives ou isométries directes ou rotations de E. ||
est parfois noté o (E).

Les isométries de déterminant négatif sont appelées isométries négatives ou indirectes.

Propriété 15 : Structure

L’ensemble ¢ (E) des isométries (automorphismes orthogonaux) de E est un groupe pourla loio, appelé
groupe orthogonal de E.
S0 (E) en est un sous-groupe.

Démonstration

Comme G (E) c 9 %£(E), on va en fait montrer que @ (E) est un sous-groupe de (4% (E),o).
m Comme on l'a déjd vu, idg € G(E).
m Soit u et v deux isométries vectorielles. Montrons que uov~1 e G(E).
uov-te Z(E) etsixeE, |uov ()| =|v 1 x| car u est une isométrie vectorielle.
Mais comme v est aussi une isométrie, [lxll = [|v(v~ )| = v ).
Finalement, pour tout xe E, |uc v (x)| = llxll., et uov=' e G(E).
C’est aussi I'image réciproque par le morphisme u € 4%, (E) — Matg(u) du groupe @(n), # étant une base
orthonormale fixée.

Exercice 5: CCINP 78

Soit £ un espace euclidien de dimension » et u un endomorphisme de E.
On note (x|y) le produit scalaire de x et de y et ||.|| la norme euclidienne associée.

1. Soit u un endomorphisme de E, tel que : Vx e E, |[u(x)|| = ||x]|.
(a) Démontrer que : V(x,y) € E2 (u(x)|u(y)) = (xly).
(b) Démontrer que u est bijectif.

2. Démontrer que I'ensemble ¢ (E) des isométries vectorielles de E , muni de la loi o , est un groupe.
3. Soit ue Z(E). Soit e = (e}, e, ..., ) Une base orthonormée de E.
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Prouver que : u e G(E) < (u(e1), u(eo), ..., u(ey)) est une base orthonormée de E.

1. Soit ue £ (E) tel que Y(x,y) € B2, (u(x)|u(y)) = (xly).

(@) Soit (x,y) € E2.
On a, d'une part, [|utx+y|* = |x+y|* = IxI2 +2x [ p + |y|*. *
D’autre part, [[utx+ )| = [|u) + u@)||* = 1w 12 +2(ux) | u(y) + | um)||? = 1212 + 20 | u) + | y|*. %)

On en déduit, d’aprés (*) et (**), que (u(x) | u() = (x| y).
(b) Soit x € Keru.
Par hypotheése, 0 = [u(x)1? = |1x]% .
Donc x=0.
Donc Keru = {0g}.
Donc u est injectif.
Puisque E est de dimension finie, on peut conclure que I'endomorphisme u est bijectif.

2. Montrons que I'ensemble ¢ (E) des endomorphismes orthogonaux est un sous-groupe du groupe linéaire
(GL(E),0).
On a ¢(E) c GL(E) en vertu de ce qui précede.
On a aussi, évidemment, |[dg € 6(E). Donc O(E) # @.
Soit (u, v) € (@ (E))?.
VxeE, |uov )| = |luw )| = v~ )| caruea®.
Et o=t = v )| = lIxll car ved(B).
Donc Yxe E,"uo v_l(x)” =|x|.
On en déduit, d'aprés 1.(a), que uo v~ e G(E).
3. Soit ue Z(E). Soit e= (e, ez,...,en) UNE base orthonormée de E.
Supposons que ue O (E).

Soit (i, j) € ([1, n])?.

ueO(E) donc [u(ei)lu(ej)) = (e,-lej).

Or e est une base orthonormée de E donc (eilej) = 6{ ou 5{ désigne le symbole de Kronecker.
On en déduit que Vi, ) € ([1,n])* (uteplute)) =67,

C’est-a-dire (u(ey), ules), ..., u(ey)) est une famille orthonormée de E.

Donc, c’est une famille libre & n éléments de E avec dimE = n.

Donc (u(ey), u(er), ..., uley)) est une base orthonormée de E.
Réciproquement, supposons que (u(er), uez), ..., uley)) €st une base orthonormée de E.

Soit xe E.

n
Comme e est une base orthonormée de E, x= ) x;e;.
i=1

n n n n
llxI1? = (Z xieil ) xjej) =) ) xxj (eilej]-
i=1 j=1 i=1j=1
n
Or e est une base orthonormée de E donc ||x||% = Z xl? ™
n lrjl n n
De méme, par linéarité de u, [|ux)|? = () xjulen)l Y, xjule))) = Y3 XiXj (u(e,-)lu(ej)).
i=1 j=1 i=1j=1
n
Or (u(ey), uler), ..., ulen)) est une base orthonormée de E, donc |[u(x)||? = > x?. **
i=1

D’aprés (*) et (**), Vx e E, [lu(x)|] = |1x]].
Donc, d’aprés 1.(Q), ue G(E).

Propriété 16 : Caractérisation des rotations

Soit E euclidien orienté, ue £ (E). Sont équivalentes :
() u isométrie directe (rotation) de E.
(i u transforme toufe bond en bond.
(i) u fransforme une bond en bond.
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Démonstration

(i) = (ii) . u tfransforme une bond % en bon car orthogonal. Puis detg (1(4)) > 0.
(iii) = (i) : u orthogonale et detu = detg (1(%)) > 0.

Propriété 17 : Cas des réflexions

Toute réflexion d’un espace euclidien orienté est une isométrie indirecte.

m REDUCTION DES ISOMETRIES VECTORIELLES ET DES MATRICES ORTHO-
GONALES

Il Isométries en dimension 2

n Matrices orthogonales

Propriété 18 : Description de @ (2)

0@2)=S02)u0 (2) avec

et

Remarque
R16 — L'écriture est de plus unique si on suppose en outre 6 €] -, 7).

Démonstration

Les matrices Ry et Sy appartiennent bien & ces ensembles.

a b
Réciproquement, si A = ( ) est orthogonale alors as+ ¢ = b3+ ds = 1. On peut donc trouver 0, ¢ tels que
c d
a=cosf, c=sinf, b=sin¢ et d = cos¢.
Mais comme ab + cd =0, sin(6 + ¢) =0 donc ¢ = -0 [x]. Il vient deux cas possibles :
m Soit p=-0 [2n] et A=Ry,
m Soit g=n—0 [2n] et A=Sy.

Propriété 19 : Ecriture complexe d’une isométrie vectorielle

C étant vu comme un R-espace vectoriel euclidien de base canonique (1,1i),
m L'écriture complexe d’une isométrie directe, de matrice dans la base canonique Ry est z' = ez,
m L'écriture complexe d’une isométrie indirecte, de matrice dans la base canonique Sy est z' = ez,
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Démonstration

mZ = (cosOx —sinfy) +i(sinfx + cosOy) = (cosO +isinB) (x +1iy).
m Z/ = (cosOx+sinfy) +i(sinfx—cosOy) = (cosH +isinf) (x —iy).

Corollaire 3 : Opérations sur les matrices orthogonales

Soit6,pe R
() Rg=Ry <= 0=¢ [27]. V) S¢=1,
(i) RygRp = Ry¢. (Vi) Sgx S¢p=Rg—¢
(i) Ry'=R_g.

(Vil) Sg x R(p = Sg_¢

(IV) VkeZ, Rg = Ryp (VIII) Ry x S(p = S@+(P

Remarque

R17 — A savoir retrouver dans la pratique.

u Rotations du plan orienté

Propriété 20 : Description des rotation en dimension 2

Soit E euclidien orienté de dimension 2. r e #0(E). Il existe 0 € R fel que dans foufe base orthonormale
cosf) —sinf
sinf  cos6 '

directe, la matrice de r soit Ry = (
On dit que r est la rotation vectorielle d’angle de mesure 6.

Démonstration

Si Rg et Ry sont des matrices de r en base orthonormale, alors on a P e #6(2) tel que Rg = PR¢P_1. Comme
F0(2) est commutatif, Rg = Rg.

Propriété 21 : Structure
(F0(2),x) est un groupe abélien.

R — 02 . g

@: est un morphisme de groupes surjectif de noyau 2zR.
6 — Ry

U — F0Q2)

/8 est un isomorphisme de groupes.
z — Rgou6 estun argument de z

Remarque

R18 — La commutativité ne tient plus en dimension > 2.

Propriété 22 : Unique rotation entre deux vecteurs unitaires

-

Soit %,y deux vecteurs non nuls de E. Il existe une unique rofation vectorielle fransformant ﬁ et ﬁ
x y
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Démonstration

I suffit de passer par les complexes dans une bond.

Définition 7 : Angle orienté

On appelle angle orienté des vecteurs x et y non nuls de E euclidien orienté de dimension 2, I'angle

ittty

de cette rotation, noté (%,7). Cela revient & se donner un nombre réel modulo 2.

Propriété 23 : Expression du produit scalaire et du produit mixte

Soient %,y des vecteurs non nuls de E euclidien orienté de dimension 2.

(®17) = 1% |7 cos @ [%7] =1ZI 7] sin, )

Propriété 24 : Effet sur les angles orientés

Les isométries directes conservent les angles orientés fandlis que les isométries indirectes les changent
en leur opposé.

Démonstration

Avec le produit scalaire et le produit mixte.

Classifications des isométries du plan

Propriété 25 : Isométries du plan

Soit E euclidien orienté de dimension 2.
m Les isométries directes sont les rotations vectorielles d’angle de mesure 6 € R, de matrice dans tout
base orthonormale directe
cosf —sinf

Ry =
sinf@ cos@

et d’écriture complexe dans une telle base z' = e z.
m Les isométries indirectes sont les réflexions. Dans une base orthonormale directe, la matrice d’une
telle application est
cosf sinf

Sp = ,
sinf —cos0

ol 8 dépend de la base, son écriture complexe est z' = ez et son axe est dirigé par le vecteur
d’affixe €2 dans cette base.

Démonstration

m z =¥z s'interpréte comme une rotation vectorielle.

m Z =¢%Z est une involution donc une symétrie vectorielle.
012, c R e ze Rel”?

Z=ze=e
et

! 6/

zZ =—ze

. oy L
22 €iR e z e Rel?2+72) = (]Relg/z)

Donc il s’agit de la symétrie orthogonale par rapport & la droite (donc réflexion) dirigée par (cosb/2,sinb/2).
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Remarque
R19 — Le fait que les isométries indirectes sont exactement les réflexions est trés spécifique & la dimension 2.
R20 — Une rotation est la composée de deux réflexions d’axes distincts.

,

Méthode 2 : Etudier une isométrie en dim. 2...

...donnée par sa matrice en base orthonormale directe. C’est une matrice orthogonale (les colonnes sont
orthoNORMées).
Elle est nécessairement de la forme Ry ou Sy.
m Soit elle est de la forme Ry, c’est une rotation et on a directement I'angle de la rotation en lisant les coeffi-
cients.
m Soit elle est de la forme Sy et on sait que c’est une réflexion. Le plus simple est de refrouver son axe en
calculant les vecteurs invariants.

E Cas général

Propriété 26 : Rappel

Si u est une isométrie de E et F stable par u, alors F- ['est.

Si u est une isométrie de E, alors u posséde une droite ou un plan stable.

Démonstration

Soit u admet une valeur propre réelle et par définition elle admet une droite stable.

Soit Spu = @, le polyndbme minimal 7, de u n"a pas de racine réelle, donc possede un facteur irréductible de
degré 2, Pp=X2+aX+b:my=(X2+aX+b)Q avec Qu) # 0. Onadonc xe E tel que y = Q(u) (x) # 0.

On a alors Py(u)(y) = Po(u) o Q1) (x) = iy (1) (x) = OF.

On montre que F = Vect(y, u(y)) est un plan stable par u.

C’est un plan car y #0g ef n’est pas vecteur propre de u.

Puis uz(y) =Py(u)(y) —au(y)— by =—au(y)—by€F.

Si u est une isométrie de E, alors Spy (u) < {-1,1}.

Remarque
R21 — L'inclusion peut étre stricte.

Démonstration

Sion a x #0g tel que u(x) = Ax, alors [lu(x)|l = x|l = |A| | x|l doncC |A]=1.

Théoreme 2 : Réduction des isométries

Soit E un espace euclidien, ue ©(E). Il existe une base orthonormale % de E, des entiers naturels m, p, q.
des réels 04,....0,, tels que
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Matg(u) = 'Rgm

ou, pour tout réel 0,

cosf —sinf

sinf@ cos@

Remarque
R22 — Avec ces notations, u est une rotation si et seulement si p est pair.
R23 — En remarquant que R; = -1, on voit qu’on peut supposer p € {0, 1}.

Théoreme 3 : Version matricielle

Soit M une matrice orthogonale (M € @ (n)). Alors il existe une matrice P € ©(n) et une matrice Q de la
forme ci-dessus telles que M = PQP~! = PQPT.

Démonstration

Par récurrence sur la dimension de E.

Initialisation : Si dimE = 1, alors dans toute base orthonormale, u est représentée par une matrice de la forme (+1)
qui est bien de la forme voulue.

Hérédité : Soit ne N fel que le théoréme soit vrai pour des espaces euclidiens de dimension au plus n, et soit E un
espace euclidien de dimension au plus n+1.

Soit u posséde une droite stable, on pose e; vecteur propre unitaire associé & une valeur propre, nécessaire-
ment +1, D =Vecte;, et DL est encore stable par u.

Alors E= D1 @ D et dans une base adaptée (que I'on peut choisir orthonormale), la matrice de u est de
la forme

Matg (u) = :
0
0 ... 0 =1

oU A est la matrice dans une base orthonormale de DL de I'endomorphisme & induit par u sur DL qui
est encore une isométrie car conserve toujours la norme.

On peut donc appliquer I'hypothése de récurrence et choisir la base en question de telle maniére que
A est la forme voulue.

Reste alors & éventuellement échanger deux vecteurs dans la base (si la valeur propre est —1) pour
obtenir une matrice de u de la forme voulue.

Soit u ne posséde pas de droite stable, donc pas de valeur propre réelle, mais alors il posseéde un plan stable
P d’apres le lemme préliminaire.

Dans une base orthonormale adaptée & la décomposition P @ PL = E, la matrice de u est de la forme

R O
Matg (u) =
0o A

ou, comme dans le cas précédent, R et A sont de la forme voulue. Mais comme R est orthogonale en
dimension 2, elle est nécessairement de la forme Ry ou Sy. Seule la premiére n’admet aucune valeur
propre réelle ce qui permet de conclure.
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Isométries en dimension 3

Propriété 27 : Description des isométries en dimension 3

Si ue @(E) ou E est un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3, il existe une base orthonor-

cosf —sinf 0

male de E dans laquelle la matrice de u est de la forme | sinf cosf 0

0 0 +1

() Soit u=re FO(E) (rofation) et r #idg, et alors dimKer(r —id) = 1 et D = Ker(r —id) est appelé axe de la
rotation.
On fixe a unitaire dirigeant D et (e;, e;) une base orthonormale de P = D*.
(e1,ey) est dite directe lorsque (ey, e, a) I’'est. On dit que D est dirigée et orientée par a.
On a 0 € R tel que dans foute base orthonormale directe (e1,er,a) adaptée & la décomposition
cosd —sinf O

E=D! ® D, lamatrice de r est |sin@ cos® 0].

0 0 1
On dit que 60 est une mesure de I'angle de Ila rotation r (modulo 2rx).

(i (Hors-Programme) Soit u € 0~ (E) et u # —idg, de matrice en base orthonormale de la forme

cosf —sinf O cosf@ —sinf 0
sin@ cos 0 | composée commutative d’une rotation de matrice |sin® cosf 0| ef d’'une

0 0 =ll 0 0 1

1 0 0

réflexion de matrice |0 1 0 | par rapport & un plan orthogonal & I’axe de la rotation (on parle

0 0 -1
d’anti-rotation).

Remarque

R24 — Et finalement, les isométries sont idg, les rotations, les anti-rotations dont les réflexions font partie, et —idg (sy-
métrie centrale).

Démonstration
On ufilise le théoreme de réduction des isométries.
Comme on est en dimension impaire, il y a nécessairement une valeur propre réelle, donc nécessairement +1.
cosf —sinf O
On a alors nécessairement une base orthonormale dans laguelle la matrice est | sinf cosd 0 | (le bloc
0 0 +1
haut-gauche pouvant étre éventuellement +1,).
cosf —sinf O
Si u=r rotation, son déterminant vaut 1 et la matrice devient [ sind cos® 0|, et 1 est valeur propre d’ordre 1
0 0 1
ou 3 (car y, € R[X]).

cosf —sinf

Si r #idg, Ker(r —idg) est donc bien de dimension 1, et ( ) est la matrice dans n‘importe quelle base

sinf  cosO

orthonormale directe de la rotation induite par r sur P = D+ (c’est foujours une isométrie, elle est de déterminant 1).
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D’ou la bonne définition de I'angle de la rotation.

Propriété 28 : Caractéristiques d’une rotation en dimension 3

Soif r est une rofation de E espace euclidien orienté de dimension 3 distincte de idg.
m Son axe est I'ensemble de ses vecteurs invariants.
m Si 6 est une mesure de son angle, alors trr =2cosf + 1.
m Le signe de sin0 est celui du produit mixte [x,r(x),al ou a est un vecteur directeur orienfant I’axe
(non nécessairement unitaire) et x un vecteur n’appartenant pas a I’axe (en général pris dans la
base canonique).

Démonstration

Les deux premiers points sont faciles.
Pour le troisieme, dans une base orthonormale directe (e, ez, al llal).

x1 cos(@)x1 —sin(0)x 0
[ r(,al=|x, sin@)x +cos@xz 0 |=lal (x} +x3)sin@)

X3 X3 lall

Méthode 3 : Etude d’isométries en dimension3

m Reconnaitre une matrice orthogonale en étudiant I'orthonormalité de ses colonnes ou de ses lignes.

m Pour savoir si c’est une matrice orthogonale positive ou négative, une astuce simple permettant d’éviter
le recours au déterminant : les colonnes étant orthonormées, on a nécessairement C; A C, = +C3 oU + est le
signe de l'isométrie. Il suffit alors de calculer une composante de ce produit vectoriel pour conclure.

m Si elle est positive, ¢’est une rotation (sans doute différente de I'identité). On détermine I'axe en cherchant
les vecteurs invariants, et on I'oriente & I'aide d’un vecteur directeur, puis on cherche I'angle en utilisant la
propriété précédente.

m Sielle est négative, c’est —idg ou une réflexion, sinon ¢’est hors-programme. Dans le deuxiéme cas, cela se
voit matriciellement en base orthonormale avec une matrice orthogonale symétrique (voir TD). Il suffit alors
de calculer ses vecteurs invariants pour la caractériser.

m Ne pas oublier qu’on ne travaille pas toujours dans R3 : aprés une étude matricielle, revenir & I'espace initial.

Exercice 6 : Déterminer la matrice dans la base canonique de R3 munit de sa structure euclidienne canonique et
. . . . 21
de son orientation habituelle de la rotation d’axe D: x = y = z et d’angle de mesure 0 = 3

a=(1,1,1) dirige |I'axe de la rotation.
Son orthogonal est P: x+ y+ 2z =0 dirigé par b= (1,0,-1) ef ¢ =(1,-2,1), ils sont orthogonaux.

D’ol une base orthonormale adaptée de R3 : (\/iéb \/Léc, \/Lga).

—1/2 V32 0

Dans cette base, la matrice de larotation est M=|v32  -1/2 0.

0 0 1
1/v2 /v6 1/V3
La matrice recherchée est alors PMPT oUP=| 0 -2/v6 1/y3| estla matrice de passage de la base cano-

vz 1Uve 1V3
nique & (\%b,\/iéc,\/%aj.
01 0
La matrice recherchée estalors |0 0 1.

1 0 O
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7 4 4
Exercice 7 : Etudier 'endomorphisme canoniquement associé a M = —% -4 8 -1].
4 1 -8
Les colonnes sont orthonormés C; A C, = +C3 avec la premiére coordonnée : ¢c’est une matrice de rotation.
On calcule les vecteurs invariants, on frouve ( (1>4) donc a = (1,0,—4) dirige et oriente |'axe de la rotation.

PUis tr M = —7/9 = 2cos + 1 donc cosf = —8/9.
1 -7 1

Etle signe de sinf estceluide |0 4 0]<0.

0 -4 -4
Donc rotation d’angle — Arccos(—8/9).

m ENDOMORPHISMES AUTOADJOINTS

Il Définition

Définition 8 : Endomorphisme autoadjoint

Soit (E, (-])) un espace euclidien. On dit que ue £(E) est autoadjoint (ou symétrique) lorsque
V(x,y) € E? (u@)|y) = (x|u@)

L'ensemble des endomorphismes autoadjoints est un sous-espace vectoriel de Z(E), noté £ (E).

Exercice 8: .#(E) aune structure de R-espace vectoriel.
Conséqguence de la linéarité de u— u*.

Remarque
R25 — Ne pas confondre endomorphisme symétrique et symétrie !
R26 — La linéarité est en fait automatique (exercice).

Exercice 9 : Montrer que si u est autoadjoint, alors Keru © Imu = E

Comme u est autoadjoint, Imu = Im u* = (Ker w)* classiquement, ce qui permet de conclure.

E Caractérisation matricielle en base orthonormale

Propriété 29 : Matrice en bon d’un endomorphisme autoadjoint

Soit 2 une base orthonormale de I'espace euclidien E, ue £ (E).
u est autoadjoint si et seulement si Matg (1) est symétrique.

Démonstration

Si A=Matg(u), pour fout (G, j). a;, j = (e;lule;). [
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Cas des projections

Propriété 30 : CNS pour qu’un projecteur soit orthogonal

Soit p e £(E) un projecteur (po p = p). Alors p est un projecteur orthogonal (i.e. Ker p 1. Im p) si et seule-
ment s’il est autoadjoint (symétrique).

Remarque
R27 — P la matrice de p en base orthonormale. Alors p projection orthogonale si et seulement si P2 = P et P e.%,(R).

Démonstration
Si p est orthogonal, x,y € E, alors (p(x)|y) = (px)p()) + (p(xX)ly — p(1)) = (pX)|p(») = (P()Ix) = (xIp(y) par symétrie
desréles de x et y.

Si p est un projecteur symétrique, xe Kerp et y = p(x') e Imp, (x]y) = (x|p(x") = (p(x)|x") = (0g]x") = 0 donc p projecteur
orthogonal.

ﬂ Sous-espaces stables
Propriété 31 : Stabilité de 'orthogonal d’un sous-espace stable

Si F stable par ue #(E), alors F* I’'est aussi,

Démonstration

Fi stable par u* = u.

E Réduction des endomorphismes et des matrices symétriques : théo-
reme spectral

E désigne un espace euclidien. Trois énoncés équivalents du théoréme spectral :

Théoréme 4 : spectral (version 1)

ue #(E) si et seulement si E = N ? E)(u) ol les Ej(u) =Ker(u— Aidg) sont les sous-espaces propres de u.
€Spu

Théoréme 5 : spectral (version 2)

Un endomorphisme est autoadjoint si et seulement s’il est diagonalisable en base orthonormale :
ue #(E) si et seulement s’il existe une base orthonormale de E formée de vecteurs propres de u.

Théoréme 6 : spectral (version 3)

Soit Ae 4,(R). Ae F(R) si et seulement si elle est orthodiagonalisable : il existe P e ©(n) ef D € 2,,(R)
telles que
A=PDPT=pDp!.
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Remarque

R28 — P estla matrice de passage de la base canonique de R”™ & une base orthonormale de vecteurs propres de
I’endomorphisme canoniquement associé a A.

Démonstration

Remarquons déja que le fait que des sous-espaces propres associés a des valeurs propres distinctes soient
orthogonaux va étre une conséquence de |'orthodiagonalisabilité, mais peut se voir aussi directement : siA, ue Spu
avec A #u, x€ Ey(u) et y € Ey(u).

Alors A(x|y) = Axly) = (u(x)y) = (xlu(y) = (x|py) = p(xly) et comme A # u, (x|y) =0.

Précisons aussi que le sens réciproque est clair, par exemple avec la version matricielle : une matrice orthodia-
gondlisable est bien symétrique.

Passons maintenant aux choses sérieuses : supposons u € & (E).

Soit ue #(E). Alors Spu # &.

Démonstration

On sait que u admet une valeur propre complexe A. Soit 2 une base orthonormale de E et Ae % (R) la
matrice de u dans cette base.
On adonc X € 4,1 (C)\{0} tel que AX = 1X.

n
On remarque astucieusement que XTX = Y |x;|* > 0.
i=1
On calcule ensuite AXTX=AX)TX=AXTX=XTATX=XTAX=XTAX=AXTX etdonc 1=21€RR.

Et on démontre le théoréme en raisonnant par récurrence sur la dimension de E.

Si E est de dimension 1, il n"y a rien & faire.

Soit n > 1. Supposons que tout endomorphisme symétrique d’un espace de dimension n soit orthodiagonali-
sable. Soit E un espace de dimension n+1 et ue . #(E).

On sait que u admet une valeur propre et donc un vecteur propre x € E\ {0g}. Soit D = Vect x.

Alors D est stable par u et donc DL I'est aussi d’aprés une propriété vu précédemment.

Soit v I'endomorphisme induit par u sur DL, espace euclidien de dimension n. La symétrie de u se transmet & v
par restriction. Donc v est orthodiagonalisable par hypothése de récurrence. Soit (ey, ..., en) Une base orthonormale
de vecteurs propres de v. Ce sont aussi des vecteurs propres de u.

Enfin, (el,...,en, mx) est une base adaptée & la décomposition E = D @ DL, orthonormale, formée de vecteurs
propres de u, ce qui établit la récurrence.

Remarque

1

0
R29 — C’est faux pour une matrice complexe : A= ( ) symétrique complexe non diagonalisable.
1

2i

C’est vrai dans C pour des matrices telles que AT = A mais ¢’est hors-programme.

Exercice 10: CCINP 68
1 -1 1
Soit la matrice A=-1 1 -1|.
1 -1 1
1. Démontrer que A est diagonalisable de quatre maniéres :

(a) sans calcul,

(b) en calculant directement le déterminant det(11; - A), ou I3 est la matrice identité d’ordre 3, et en déter-
minant les sous-espaces propres,

(c) en utilisant le rang de la matrice,
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(d) en calculant A2

2. On suppose que A est la matrice d’'un endomorphisme « d’un espace euclidien dans une base orthonormée.
Trouver une base orthonormée dans laquelle la matrice de u est diagonale.

1. (a) La matrice A est symétrique réelle donc diagonalisable dans une base orthonormée de vecteurs

propres.

(b) On obtient det(Al3 — A) = A2(A-3).
E3(A) :Vect((—iln et Eg(A): x—y+2=0.
Donc A est diagonalisable car dim E3(A) + dim Ey(A) = 3.

() rgA=1donc dimEy(A) =2.
On en déduit que 0 est valeur propre au moins double de la matrice A.
Puisque trA = 3 et que 1rA est la somme des valeurs propres complexes de A comptées avec leur
multiplicité, la matrice A admet une froisieme valeur propre qui vaut 3 et qui est nécessairement simple.
Comme dans la question précédente, on peut conclure que A est diagonalisable car
dim E3(A) + dim Eg (A) = 3.

(d) On obtient A% = 3A donc A est diagonalisable car cette matrice annule le polyndme X2 —-3X qui est
scindé a racines simples.
2. Onnote %= (7, 7, %] la base orthonormale dans laquelle u est représenté par A.

A est symétrique réelle et 2 est une base orthonormale, donc u est un endomorphisme symétrique et, d’aprés
le théoreme spectral, u est diagonalisable dans une base orthonormale de vecteurs propres.

On sait également que les sous-espaces propres sont orthogonaux donc il suffit de frouver une base ortho-
normale de chaqgue sous-espace propre pour construire une base orthonormale de vecteurs propres.

E3(w) :VeCT(f—f+ %) et Eyp(u): x—y+2z=0dans 4.
Il = o o
Donc é; = ﬁ(i — j + k) est une base orthonormale de Ez(u).

i+Jjeti-j-2ksont deux vecteurs orthogonaux de Ey(uw).

. > 1 s e > ]- < K 7.
On les normalise et on pose é, = ﬁ(l +j)eteée;= 7 (z —j —Zk).

Alors (e1, é>) une base orthonormée de Ey(u).
On en déduit que (é1, &, €3) est une base orthonormée de vecteurs propres de u.

E Positivité, défini-positivité

Définition 9 : Endomorphisme autoadjoint positif, défini-positif

On dit que u e .#(E) est positif lorsque
VxeE, (x|u(x)>0

On note #*(E) de tels endomorphismes.
On dit que u e .#(E) est défini positif lorsque

VxeE, (x|u(x)>0

On note #**(E) de tels endomorphismes.

Définition 10 : Matrice symétrique positive, défini-positive

On dit que A€ .%,(R) est positive lorsque
VXetn(R), XTAX>0

On note % (R) de telles matrices.
On dit que A€ .#,(R) est défini-positive lorsque

VXen(R), XTAX>0

On note .#;*(R) de telles matrices.
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Remarque
R30 — Ce ne sont pas des espaces vectoriels, mais il y a stabilité par +.

R31— Les matrices symétriques positives (respectivement défini-positives) sont les matrices en base orthonormale
de endomorphismes autoadjoints positifs (respectivement défini-positifs).

Propriété 32 : Caractérisation spectrale

m ue S (E) est positif ssiSpuc R*.
m Ae ¥, (R) est posifive ssiSp AcR*

m ue S (E) est positif ssiSpuc R,

m Ae %, (R) est définie positfive ssi Sp Ac R},

Démonstration
Soit A€ %, (R). Par théoreme spectral, il existe P e ¢(n) et D diagonale dans .4, (R) telles que
A=PDP~! =pDPT
Alors

VX € Mp(R) XTAX > 0=VXedn1R), XT PDPT X > 0
< VYedy1R), YIDY > 0

car l'application X — PT X est une bijection de .4, 1 (R) dans lui-méme (un automorphisme, méme), de réciproque
Y — PY. Or, avec des notfations « évidentes »,

n
YTDY =) d;y?

i=1
et Sp(A) =1{d; ; 1< i < n}. Sitous les d; sont positifs, alors VY € 4,1 (R), YTDY > 0, et réciproquement, en prenant les
Y dans la base canonique de .1 (R).

Pour la défini-positivité, c’est quasiment la méme preuve que pour la caractérisation de la positivité, quelques
inégalités strictes & la place d’inégalités larges, seulement.

Exercice 11: CCINP 66
1. Soit A€ S, (R). Prouver que A€ S} (R) < sp(A) < [0, +ool.
2. Prouver que ¥ A€ S, (R), A€ S}, (R).
3. Prouver que V A€ S, (R), VB€ S}, (R), AB=BA = A’Be S}, (R).
4. Soit A€ S}, (R). Prouver qu’il existe B¢ S}, (R) telle que A = B.

Solution :
On infroduit, sur 4,1 (R), la norme euclidienne, notée || ||, associée au produit scalaire canonique, définie par :
VX €edn1 R, |XI=VXTX.

1. Voir preuve précédente.

2. Soit A€ S, (R). Prouvons que AZ € S}, (R).
Par théoréme spectral, on a P orthogonale et D diagonale réelles telles que A= PDPT = PDP L,
Donc A% = PD?PT est symétrique et, vu les coefficients de D?, Sp A% = {A%, A e Sp A} c R*.
Donc A% € S} (R).

3. soit A€ S, (R) et soit Be S} (R). On suppose que AB = BA. Prouvons que A%Be S}, (R).

Le résultat hors-programme de diagonalisation simulfanée de matrices commutant pourrait permetire de
conclure rapidement. On va s’en passer.

On utilise la définition. D’ aprés la question précédente, A% € S, (R), et A2 commute avec B.
On a alors (A2B)T = BT (AT)? = A%B.
Soit X € M1 (R).
XTA°BX =XTATBAX=YTBY >0
ou Y = AX.
On a donc bien A?2Be S} (R).
Remarque : avec B = I,,, on retrouve la positivité de A% vue & la question précédente.
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4. Soit A€ S}, R).
On reprend le théoréme spectral : A=PDPT ou Pe0(n) et D =diag(11,A2,..,Ap) Qvec Vie [1,n], A; > 0.

Alors B = PD'PT € §}(R) oU D' = diag( /A1, /A2, -, /x| convient, d'aprés 1.

Exercice 12: [Trés Classique!] Racines carrées et décomposition polaire

1. Racine carrée : Si A est symétrique positive, montrer qu’il existe B symétrique positive telle que B2 = A.
Que dire de B si A est supposée définie positive ?
On montre l'unicité de B géométriquement dans la question suivante.

2. Soit u un endomorphisme autoadjoint positif.
(a) Etablir 'existence d’un endomorphisme 1 symétrique positif tel que 12 = w.
(b) En utilisant le fait que, si #? = u, 1 et u commutent, démontrer I'unicité de 1. Que peut-on dire de 7 si u
est défini positif ?
3. Montrer que si A€ .#,; (R), il existe M € ./, (R) telle que A= MTM.
4. Décomposition polaire : Soit A€ 9%, (R). Montrer que AT A est une matrice symétrique définie positive puis
qu’il existe un unique couple (Q,S) € G(n) x %+ (R) telles que A= QS.
5. Montrer que %, (R) est fermé.

6. Etendre le résultat d’existence de la décomposition polaire & toute matrice carrée réelle (mais sans unicité)
en utilisant les résultats classiques de densité de ¢.2,,(R) dans .4, (R) et de compacité de & (n).

1. Racine carrée : Par théoréme spectral, il existe Pe @ (n) et D e 2,(R) (i.e. diagonale) felles que
A=PDPT =ppp~!

Et D=diag(,...,A,) oules A; sont les valeurs propres deD, donc de A. Donc les A; sont positifs, ef, en posant
D' = diag(v/A1,....v/An) et B=pPD'P~! = PD'PT, on obtient une matrice symétrique (deuxieme forme) et &
valeurs propres positives (premiére forme) telle que B2 = A.

Si A est définie positive, elle est dans GL,(R) (elle n"a pas 0 pour valeur propre), donc B aussi (prendre le
déterminant, ou encore dire que A~'BB = I,;), donc B, étant déja positive, est définie positive.

2. (a) Conséguence de la question 1. On peut aussi par le théoreme spectral, se donner % = (ey,...,ey) UNE
base orthodiagonalisante de u avec pour tout i, u(e;) = 1;e; et poser v I'unique endomorphisme tel que
pour fout i, u(e;) = /A;e;. Vu la matrice de v dans la base 4, il convient.

(b) u est un polyndbme en h, donc commute avec. Comme dans le classique de la diagonalisafion simulta-
née, on considére E, (1) un sous-espace propre de u, stable par h, qui induit dessus un endomorphisme
hy autoadjoint donc diagonalisable.

Mais comme h,, est positif et h2 = uy = Aidg, ), Nécessairement hy = VAAidg, ) (se voit facilement par

représentation matricielle). Autre argument possible : si 1 valeur propre de hy, u? = A et u >0 donc p= V2.
Et comme h, est diagonalisable avec une seule valeur propre, on a bien hy = \/IidEa(u).

Comme E= @ E,(w) (car u est diagonalisable), h est bien unique.
AeSpu

3. M=D'PT ou D' comme ci-dessus convient.

4, Décomposition polaire : Une analyse permet de voir que si on a une felle décomposition A = QS, alors
AT =STQT =SQ~! donc ATA=§2,
Or AT A est assez facilement une matrice symétrique. Et, si X € 4,1 (R),

XTATAX=YTY ou Y = AX

Or,si X #(0), Y = AX # (0) car A est inversible, donc YTY = || Y|12 > 0.
En utilisant les questions précédentes, il existe S symétrique définie positive telle que

S2=ATA

Posons Q = AS™!; on calcule
QTQ= (S‘l)T ATAS V=57 1s2571 = 1,

Donc Q est orthogonale.
L'unicité repose, d’apres la remarque initiale, sur le fait qu’une matrice symétrie définie-positive a une unique
racine carrée définie positive.
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5,0n a 4R = S R) NP avec H(R) fermé en fant que sous-espace de dimension finie ef

P ={MetnR), VXEMp1(R), XTMX>0}= ) fgl([o, +oo[) oU pour tout X € 4,1 (R), fx : M — XTMX
Xy (R)

est continue car linéaire sur un espace de dimension finie, donc f};l([o, +o0o]) est fermée, donc £ I'est donc

STMR) I'est.

On peut aussi prendre une suite (M), convergente vers M de matrices de %, (R), et, par continuité de la
transposition et des fy, passer A la limite dans M) = M,, et XT M, X >0 pour en déduire que M e &} (R).

6. Soit Ae 4, (R). Par densité, on a une suite (A,;) de matrices inversibles telles que A,, — A. On peut donc trouver
des suites (Q, et (S,) de matrices respectivement orthogonales et symétriques telles que pour tout n e IN,
Ap=QnSn.

Par compacité de @(n), on a une extractrice ¢ telle que Qyy — Qe (n).

Alors Syp, = Q(;(ln)A(P(") — 8§=Q7 !4 (la continuité de M — M~! vient de la formule de la comatrice) et comme
ST (R) est fermé, Se & (R).

Finalement, A= QS avec Qe G (n) et Se & (R).

Annexe classique (HP) : formules variationnelles, norme subordonnée
et rayon spectiral

E est un espace euclidien, (-|-] son produit scalaire, ||-| la norme euclidienne associée, ||- || la norme de £(E)
subordonnée 4 ||-|.

Lemme 4 : Caractérisation de la norme

Pour tout x € E, || xll = max (x|y) = max (x|y).
||J’||:1( ¥ II}’I|<1( 1¥)

Démonstration

Pour x=0g, c’est facile.
Sinon, par inégalité de Cauchy-Schwarz, pour tout y € S0, 1), (x|y) < |(x|y)| < =l || y|| = IxIl.
De plus, ce majorant est atteint pour y = H_chllx € S(0g,1).
Donc |x| = max (x|y) = sup (x|y).
lyl=1 lyll=1

Remarque : la fonction y — (x|y) est continue (linéaire sur E de dimension finie) et S(0g, 1) est compacte (fermé
borné en dimension finie) donc elle atteint un maximum sur S(0g, 1).
Pour la deuxi€me expression, il suffit de travailler de méme avec le compact B’ (Og, 1) (ou dans la preuve directe,

. 1 )
de voir que ﬂxe B'(0g,1).
X

Propriété 33 : Norme subordonnée de I'adjoint

Pour tout ue LE), llull = llw*l.

Démonstration
Soit ue £(E). Pour fout x € E,& I'aide de I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

luol? = (u)|u0) = (x|u* o ux) < [|u* o u) | Ixl < |lu*oul] - Nl < la* || - Weell - I1xl

car Il est une norme d’algébre. Donc flull® < [[|u* || - llull.
Alors soit flull = 0 et alors u =0gg = u* et donc flull = 0= [|u*[|. soit Jlull #0 et alors flull < [|u*||. Puis, symétrique-
ment, flu” || < [I(u)" || = .
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Propriété 34 : Formules variationnelles

Soit ue #(E). Alors . (x))
min (Sp u) ef max (Spu).

><
E :

atteint sur E\{0g} un minimum et un maximum qui sont respectivement
. XTSX
Soit Se #,(R). Alors X —

XTX
vement min (Sp S) ef max(SpS).

afteint sur 4, (R) \ {(0)} un minimum et un maximum qui sont respecti-

Démonstration

Par théoréme spectral, on a une base orthonormale (e,
propres Aq,...,An respec’rivemen’r

,en) de vecteurs propres de u associés aux valeurs
k=1

Six=) xper. (xlux) = Z Apxs € [mln Sp u) Il x/I?, max (Sp u) ||x||2] les bornes étant atteinte pour des vecteurs e;
d’indice correspondant respechvemem & la plus petite et & la plus grande valeur propre.

Pour montrer la version matricielle directement, on écrit le théoréme spectral :
diagonale et on obtient, pour X € 4,1 (R) et en posant Y =PTX ie X =PY

S=PDPT avec Pe@(n) et D

XTSX XTPDPTX  YTDY
XTX

XTX T YTPTPY

n
A: 2
YTDY_,; B
Yty = 2

L

avec des notations évidentes et D = diag (14,

n) Ce qui permet de conclure comme dans la version géométrique
Définition 11 : Rayon spectral

Le rayon spectral de ue Z(E) est p(u) =

A)
(/1
’U
v
N

max [A].

Propriété 35 : Norme subordonnée et rayon spectral, cas autoadjoint positif
Si ue #*(E), alors max(Spu) = p(w) = llull.

Démonstration

Onsuppose ue " (E). Comme dansla preuve précédente, pourtout x € E, || u(x)|? = Z Akxk < (p(u)) I x11? atteint
k=1
pour x vecteur propre associé a la valeur propre p(u)
Donc flull = |p(w)| = p(w) =

max (Sp u) car les valeurs propres de u sont toutes positives

Propriété 36 : Norme subordonnée et rayon spectral, cas général

Siue L(E), alors ||ull?> = llu* o ull = p (u* o u)
Démonstration

On a déjd u*oue s (E) caril est ou’roodjoin’r et pour tout x e E, (x|u* o u(x))

. (x|ut
D’aprés la propriété précédente, p (u* o u) = ||u* o ul| < llu*Mlul = lull?
Puis, pour tout x € E, [u(x)|? =

(w)|ux) = (
Schwarz et définition de la norme subordonnee

= (u)|u) >0
x|u*ou) < llxllu*ou)| <
Finalement, flull? < [u* o u)

llu*oul|Ix1? par inégalité de Cauchy-
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