Espaces préhilbertiens réels (MP2l)

Tous les espaces vectoriels de ce chapitre, souvent notés E,
sont des R-espaces vectoriels.

n PRODUIT SCALAIRE ET NORME EUCLIDIENNE

n Définition d’un produit scalaire

Définition 1 : Produit scalaire

Soit E un R-espace vectoriel.

On appelle produit scalaire sur E toute forme bili-
néaire symétrique définie-positive.

C’est-a-dire toute application (-|-): Ex E— IR telle
que
Linéarité a gauche :
VyeE,|I'application x — (x|y)
L est linéaire sur E
@) Bilinéarité :
Linéarité a droite :

Vx e E,|'application y — (x|y)

est linéaire sur E

(i) Symétrie : V (x,y) € B2, (xly) = (yIx).
Positivité :

L 2 VxeE, (x|lx)=0;

(i) Définie-positivité :

Caractére défini :

VxeE, (x|x)=0=x=0.

Remarque

R1- Ne pas oublier de commencer par vérifier que le pro-
duit scalaire est bien défini (pas au sens défini-positif 1)
lorsque cela n’est pas évident.

R2 - Dans la pratique on commence par monftrer la symé-
frie, et alors la linéarité & droite découle de la linéa-
rité & gauche et vice versa : il suffit de ne montrer que
I'une ou I'autre.

R3 — La définie-positivité se résume par vV x #0, (x|x) >0

Définition 2 : Espace préhilbertien réel, espace eucli-

dien

Si E est un R-espace vectoriel, et si (-|-) un produit
scalaire sur E, on dit que (E, (-]-)) est un espace préhil-
bertien réel.

Si E est un R-espace vectoriel de dimension finie,
et si (-] un produit scalaire sur E, on dit que (E, (-|-)) est
un espace euclidien.

Remarque

R4 - Un espace euclidien est donc un espace préhilber-
fien réel de dimension finie.

R5— On note en général (x|y) ou (x|y) OuU (x,y) OU x- y...

+00

e~ !'P(1)Q(1) dt définit

un produit scalaire sur R[X] en confondant
polyndme et fonction polynomiale associée.

Exercice 1: Montrer que (P|Q) = f

E Exemples

n Sur R”

Définition 3 : Produit scalaire canonique sur R”

Pour des vecteurs x et y de R", avec x = (x1,...,xn)
et y=0n,...,yn), on définit

(x|y) =

(-|) fait de R"™ un espace euclidien : c’est le produit
scalaire canonique sur R,

Remarque

R6 — Important : Si X et Y désignent les matrices colonnes
des composantes de x et de y dans la base cano-
nique, on remarque que (x|y) = XT x Y.

R7 - Dans R?, (x|y) = x1y1 + %2 2.

Dans R3, (xly) = x1y1 + X2y2 + X33.

Remarque

R8 — On peut toujours fabriquer sur le modéele de R un
produit scalaire « canonique » sur E de dimension fi-
nie rendant une base canonique (s'il y en a une) or-
thonormale. Ef méme, plus généralement, un produit
scalaire rendant une base donnée orthonormale.

Par exemple, sur R[X], (PIQ) =

H Sur .4, (R)

Définition 4 : Produit scalaire canonique sur .4, (R)

Pour des vecteurs A et B de ., (IR), on définit
(A|B) =

(-|) fait de .4, (R) un espace euclidien : c’est le
produit scalaire canonique sur .4, (IR).

Remarque

R9 — Il s’agit en fait de I'écriture matricielle du produit sca-
. q 2)
laire canonique sur R™".
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Exemple
E1— Sur R” muni de son produit scalaire canonique,
Sur 6((a, b, R) 2 2

n
lxl =/ Y x. En particulier, sur R, x|l = |x|.
i=1

E2— Sur ./,(IR) muni de son produit scalaire canonique,

Définition 5 : Produit scalaire canonique pour fonc-

tions continues

Al = Vtr(AT x A).
Pour des fonctions f et g de € (la, b],R) OU a < b, on E3- Sur €([a b],R) muni de son produit scalaire cano-

aefinit nique, || f] = fabfz(t)dt.

(flg) =

n Identités remarquables et polarisation
(-|-) fait de € (la, b],R) un espace préhilbertien réel :
c’est le produit scalaire canonique sur € ([a, b],R) Propriété 1 : Identités remarquables

Soit E un espace préhilbertien réel et ||| la norme
associée au produit scalaire.

Remarque
Pour fous vecteurs x et y de E,

R10 — Atftention, avec des fonctions continues par mor-

ceaux seulement, on a presque un produit sca- 0 ||x+y||2 =
laire : c’est une forme bilinéaires symétrique positive, 2
il mangue seulement (flg)=0=> f =0. @iy |x-y||*=

(i) Identité du parallélogramme (HP)
2 2
+ +[|lx— =
Exercice 2 : HP mais Classique ||x y|| ||x y||

Si I est un intervalle, on note I%(]) est 'ensemble des
fonctions continues sur I telles que f? est intégrable.

A partir de 'inégalité classique |fg| < % (f2+g%), mon- Propriété 2 : Identités de polarisation
trer la bonne définition de (flg) = fl fg, que L2(I) est un Soit (E,(-|)) un espace préhilbertien réel et |-|| la
RR-espace vectoriel, et que (-|) est un produit scalaire sur norme associee au produit scalaire.
2. Pour tous vecteurs x et y de E,
1

0 @iy =5 )
Exercice 3 : HP mais Classique ; _1

= )

Montrer que I'on définit de la méme maniére un pro-
duit scalaire sur 'espace ¢2(RR) des suites réelles de carré

sommable, c’est-a- dire des suites u,v e RN telle que )" u?

Inégalité de Cauchy-Schwarz

et Z v% convergente, en prouvant que Z un vy, est absolu-

+00
ment convergente et en posant (ulv) = Y u,vp. Théoréme 1 : Inégalité de Cauchy-Schwarz
n=0
Soit (E, (-])) un espace préhilbertien réel. Alors

. Vx,yeE, (xy?<@xnyly) e || < x| y]
3 -
Norme euclidienne avec égalité si et seulement si x et y sont liés (i.e.

y=00U3dLleR, x=21y)
n Définition

Remarque

Définition 6 : Norme euclidienne

R12— L'inégalité est encore valable pour une forme bi-

Soit (E,| ) un espace préhilbertien réel. linéaire symétrique seulement positive, mais le cas
Pour tout vecteur x de E, on pose | x|l = v/(x]x). d’égalité n’est plus valable. C’est le cas par exemple
L'application ||-| est appelée norme euclidienne de la covariance.

sur E associée au produit scalaire (:-).

Remarque Exemple
R11 — La positivité du produit scalaire rend cette définition n 2 n S &
licite. E4- SurR™, (Z xiyi| <Y x5Y y;
k=1 k=1 k=1
2 b

b b
E5— Sur%([a,b],]R),U fg] < fzf g
a
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Exercice 4 : CCINP 76, 79

n Inégalité triangulaire, norme

Corollaire 1 : Inégalité de Minkowski

Soit (E,| ) un espace préhilbertien réel, de norme
euclidienne associée |-||. Alors

Vx,yeE, |x+y|<lxl+]y|
avec égdlité si et seulement si x et y sont positive-
ment liés (ie y=0 ouILe R, x=1y)
De plus,
vxyeE, [Ixl=[yl|< e+ yl <ixi+ ]yl

Propriété 3 : Toute norme euclidienne est une norme

La norme euclidienne associée & un produit sca-
laire est une norme sur E.

E Distance

Définition 7 : Distance euclidienne et écart angulaire

Etant donné des vecteurs x et y d'un espace pré-
hiloertien réel E, on définit :
m la distance euclidienne d(x,y) par
dexy) =[xy
m si x et y sont non nuls, I'écart angulaire 0 est le
réel défini par

(x1y)
Il ||y

0 €[0,7] et cosO =

Remarque

R13— La bonne définition provient de I'inégalité de
Cauchy-Schwarz.

R14 - Autrement dit, (x|y) = llx] || y| cos6.

Définition 8 : Distance & une partie non vide

Si A est une partie non vide de E préhilbertien réel,
et x e E, on définit la distance de x & A par

aleera=iind (AGay) St 5y

Remarque

R15— La borne inférieure existe  toujours car
&y = {Hx—y” s Ve A} est non vide (car A l'est) et
minoré (par 0).
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m ORTHOGONALITE

n Vecteurs orthogonaux

Définition 9 : Vecteurs orthogonaux

Soit (E, (-]-)) un espace préhilbertien réel, x et y des
vecteurs de E.

x et y sont dit orthogonaux si et seulement si
(xly) =0. On écrit parfois x L y.

Remarque
R16 — 0p est orthogonal & tout vecteur.

R17 — La notion d’orthogonalité ne prend de sens qu’en
dimension au moins 2.

E Famille orthonormale

Définition 10 : Familles orthogonale et orthonormale

Soit E un espace préhilbertien réel, (vy,...,vp) € EP.
(v1,...,vp) est une famille orthogonale de E si ef
seulement si

Vi, je[l,p].aveci#j, (vilv))=0 (e v;Lv;).

(v1,...,vp) est une famille orthonormale de E si et
seulement si

Vi, je[1,p], (wilvj) =6, ;

Propriété 4 : orthogonale + non nuls = libre

Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls
(en particulier toute famille orthonormale) d’un es-
pace préhilbertien réel est libre.

Remarque

R18— C’est un moyen pratique et usuel pour montrer
qu’une famille est libre !

Corollaire 2 : Nombre maximal de vecteurs orthogo-
naux

Si E est un espace euclidien de dimension n, il
n’existe pas de famille orthogonale de plus de n vec-
teurs non nuls.
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Théoréme 2 : Théoréme de Pythagore

Soit, dans un espace preéhilbertien réel E, une fa-
mille orthogonale (vj) e[, - On @

2
p

=Y uill?
i=1

La réciproque est vraie pour deux vecteurs mais
fausse en général si p > 3.

p
> Vi
i=1

Ensembles orthogonaux

Définition 11 : Parties orthogonales

Soient (E, (-|-)) un espace préhiloertien réel et A, B
des parties non vides de E.

On dit que A est orthogonale 4 B si et seulement
SiV(a b)e AxB, (alb)=0. Onnote AL B.

Propriété 5 : Intersection de parties orthogonales

Si A, B € 2(E)\{2} sont orthogonales, alors AnB = &
ou AnB={0g}.

Remarque

R19 — Si F et G sont des sous-espaces vectoriels de E ortho-
gonaux, alors Fn G ={0g} : leur somme est directe.

Exemple

E6— Parties de R® orthogonales d’intersection vide :
A=1R(0,0,1) et B=(0,1,0) +R(1,0,0).

n Orthogonal d’un sous-espace

Définition 12 : Orthogonal d’un sous-espace

Soient (E,(-])) un espace préhilbertien réel, et F
un sous-espace vecotiel de E. On définit I'orthogonal
de F comme |I'ensemble des vecteurs orthogonaux &
fout vecteur de F :

Ft={xeE|VyeFE (x|y)=0}

xeFJw:»xEEetVyeF, (x|y)=0

(Il est parfois noté F°). Il s’agit de la plus grande partie
de E (pour I'inclusion) orthogonale & F.

Propriété 6 : L'orthogonal est un sous-espace

Soient (E,(-|-)) préhilbertien réel, et F un sous-
espace vectorielde E.
F+ est un sous-espace vectoriel de E.

o
2
F's *_E
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Propriété 7 : Il suffit d’étre orthogonal & une famille

génératrice

Soit F un sous-espace de E préhilbertien réel.
Si F =VectA (A engendre F) et si x est un vecteur
deE,
xeFt —VYacA (xla)=0

Remarque

R20 — En particulier, connaissant une base de F, il suffit
d’étre orthogonal aux vecteurs de la base pour étre
orthogonal & F.

Propriété 8 : de I'orthogonal
Soit E un espace préhilbertien réel, F et G des sous-
espaces vectoriels de E.
() EX =10y et {0} =E.

(i) Fe(FL*

(i) La somme est directe : F+FL=FeFL =F® F+,
(iv) Décroissance : Si F c G, alors G+ c F1,

(V) F+G)L=FtnGl et (FnGLoFL+Gt

Remarque

R21 — Le seul vecteur orthogonal & tous les autres estle vec-
teur nul. Cela peut étre trés ufile!

R22 - Pour Fc (F1)* et (FnG)L > FL + G+, on verra que les
inclusions sont des égalités si on gjoute une hypothese
de dimension finie sur E.

On peut donner comme contre-exemples, dans
E = 4([0,1],R), F le sous-espace vectoriel des fonc-
fions polynomiales. C’est un exercice fres classique
de montrer que FL = {0} & I'aide du théoréme de

Weierstrass, donc (FL)* = E et
1
Fg(FY) =E.

Si, de plus, G = {t — P(f)sin(1) ; P € F}, alors GL = {0} et
FNG={0} d’ou

E=(FnG*r2Ft+Gcl =0}

Exercice 5: CCINP 39

m ESPACES OU SOUS-ESPACES EUCLIDIENS

Rappel : Un espace euclidien est un R-espace vectoriel de
dimension finie muni d’un produit scalaire.

n Base orthonormale

Théoreme 3 : Existence de base orthonormale

Tout espace euclidien non réduit & 0 admet une
base orthonormale (abrégé en b.o.n.).
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On a méme un algorithme permettant de transformer une
base en base orthonormale. Découvrons-le sur un exemple
avant de le formaliser :

Exemple

£7 - Dans R? muni de sa structure euclidienne canonique,

on considere e} =(0,1,1), ez = (1,0,1), e3 = (1,1,0).
Il est facile de voir que (e, e, e3) est une base de R3
(en calculant le déterminant dans la base canonique,
par exemple).
On va d’abord transformer la famille en une famille
orthogonale, puis orthonormale qui sera donc bien
une base.

m Onpose e; =e; =(0,1,1).

m Puis on cherche

gr=ex+ ey
avec A tel que (e11€2) = 0 ie
1
(e1]e2) + Alerle;) = 1+24 = 0 donc A = —5 et

3 —(1 . 1)
2=(L-33]
m En cherchant

E3 =e3+ Uuep +vey

1
tel que (e1le3) =0 et (e2]e3) =0, on trouve u = =5 et
22 2

337 3)

On a obtenu trois vecteurs non nuls orthogonaux
deux & deux en dimension 3 : il s‘agit d'une base
orthogonale de R3. Reste & normaliser pour obte-

1
=——.Soit g3 =
v 3 £3

nir une b.o.n. ¢ = (

1 1 / 2 1 1
v e e v A
/ 1 1 1
Ef(ﬁ’ﬁ"ﬁ)-

Définition 13 : Orthonormalisation de Gram-Schmidt

Etant donné (E,(|)) un espace euclidien, et
(e1,...,ep) UNe base de E :

1. On pose €1 = ey.

2. Par récurrence, pour j > 2, on cherche des réels
Ak Tels que le vecteur

j-1
Ej = ej i Z Akgk
k=1
soit orthogonal & tous les ¢; pour i e [1,j—1] :

Vi<j, (ejlej)=0.

q ol £
3. On normalise les vecteurs : (—1 L )
llegll llenll

Remarque

R23 — |l est aussi possible de normaliser les vecteurs au fur
et & mesure.

Propriété 9 : de la base orthonormalisée

On obtient ainsi que (e1,...,e,) €St une famille or-
thogonale de vecteurs non nuls tels que pour fout j,
Vect(ey, ..., ej) = Vect(ey, ..., € ) et la composante sur ej
dee; vaut 1.

€1 En

On a alors (—
llexll lenll

) est une base orthonor-
male de E.
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Remarque

R24 — Matrice de passage de la base (ey,...,e,) O la base
(€1,..-,€n)

Base de la décomposition QR (exercice classique, cf
D).

Corollaire 3 : Existence de base orthonormale

Tout sous-espace vectoriel non nul d’un espace
euclidien admet une base orthonormale.

Corollaire 4 : Théoreme de la base orthonormale in-
compléte

Tout famille orthonormale d‘un espace euclidien
peut étre complétée en une b.o.n. de cet espace.

E Coordonnées, produit scalaire et norme
en base orthonormale

Propriété 10 : Expression en base orthonormale

Soit (E, (-|)) un espace euclidien et % = (ey,...,en)
n n

une base orthonormale de E : x= ) xje;. y=)_ yie;.
i=1 i=1

X= (J:n) ety = (:yl ) Alors

Yn

n
Vie[l,n], x;=/(elx) (xly) =Y x;y;=XTxY
i=1

Propriété 11 : Changement de base orthonormale

Soit E euclidien, % et &' des bases orthonormales.
() Sip=pP%, pl=
(i Si ue £(E), la formule de changement de base

s‘écrit
Matgg (u) =
(i) detgg B’ = +1 : 1 si elles ont méme orientation, -1
sinon.
Remarque

R25 - A\ Laréciproque est fausse, il ne suffit pas que ce
déterminant vale +1 pour que les bases soient ortho-
normales.

R26 — Faciles, les changements de bases orthonormales !
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Isomorphisme avec le dual (MPI)

Théoréme 4 : de représentation de Riesz

Soit a € E euclidien et ®,: x € E— (alx). Alors

est un isomorphisme.
Ainsi, pour fout forme linéaire ¢ € £(E,R), il existe
un unique élément a € E fel que ¢ = (al-).

n Produit mixte

Soit E un espace euclidien orienté de dimension n.

Propriété 12:Indépendance du déterminant en

base orthonormale directe

Si % est une base orthonormale directe de E, detg
ne dépend pas de 2.

Définition 14 : Produit mixte

On appelle produit mixte sur E le déterminant de
n vecteurs dans n‘importe quelle base orthonormale
directe.

On le note [vy,...,vyl, POUr vy,..., v, € E.

Propriétés 1 : du produit mixte

N (w1,...,vp) — [v1,..., vyl €St une forme n-linéaire al-
ternée sur E.

zin Si (ey,...,en) est une bond, ley,...,en]l = 1 ef si
(e1,...,en) €StUNE bONI, [ey,...,e,] = —1 (réCiproque
fausse).

iy [vy,...,vnl =0 si et seulement si (vy,...,v,) est liée.
(iv) Siue L(E), lu(vy),...,u(vy)] =detux[vy,..., vyl

Remarque

R27— Comme, si E est de dimension 3 et x,y € E,
[x,y,1€ Z(E,R), avec I'isomorphisme de la partie pré-
cédente, il existe une unique vecteur a € E tel que
pour fout z€ E, [x,y,z] = (alz). Ce vecteur a est appelé
produit vectoriel de x et y, noté xa y.

On a alors [x,y,z] = (x A ylz) d'ou I'appellation produit
mixte.

Propriété 13 : Interprétation géométrique du déter-

minant

Soit E euclidien orienté.
() SidimE =2, [, U] représente le volume orienté du
parallélogramme construit sur t et v.
(i Si dimE =3, (&, v, w) représente le volume orienté
du parallélépipeéde construit sur ii, v et w.

Démonstration
C’est évident si i, v (respectivement i, 7, i) sont liés. Si-
non :

@) Si dimE = 2, soit (e1,ep) base orthonormale obtenu
par orthonormalisation de Gram-Schmidt de (i, v).
Alors ii = cey et U =dey + hey, OU h hauteur et ¢ coté,
donc [ii, U] = chley, e2] = +ch aire orientée du parallélo-
gramme.

(i) Si dimE = 3, soit (e;,ere3) base orthonor-
male obtenu par orthonormalisation de
Schmidt de (&, v,w). Alors & = cey, U = dey + hep ef
i = xe; + yey + Hes, oU H hauteur et ch aire de la
base. [ii, 7, W] = chHley, e, e3] = +chH volume orienté
du parallélépipede construit sur i, 7 et .

H Propriétés de F+

Théoréme 5 : Supplémentarité de I'orthogonal d’un
sevdf

Si F est un sev de dimension finie de E préhilber-
tien réel, alors

E=FeFL=FOFt

Le sev F+ est alors appelé supplémentaire ortho-
gonal de F, il est unique.

Corollaire 5 : Propriété de I'orthogonal en dimension

finie
Soit E un espace euclidien, F et G des sous-
espaces vectoriels de E.
(i) F+G*=FLtnGt
(V) FNnG)t=F++Gt

() dimF+ = dim E-dimF
(i (FY) =F

Remarque

R28 — On retiendra qu’en dimension finie, il Ny a plus trop
de probleme.

Exercice 6: CCINP 77, 92

n Projections et symétries orthogonales

n Projections orthogonales

Définition 15 : Projection orthogonale

Soit E un espace préhilbertien réel, et F un sous-
espace de E de dimension finie.

On appelle projecteur orthogonal sur F la projec-
tion pg sur F paraliélement & FL,

Remarque

R29 — Cette définition est justifiée par le fait que E = Fe F+.
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Propriété 14 : des projections orthogonales

(i) preZ(E)
(i) p%=pr
(iii) F=Impp=Ker(pr—idg)

(iv) FlzKerpF
(v) Impg © Kerpr=E

(vi) VX€E, pp(x)eFetx—pp(x)eFL.

Remarque

R30 — Le projeté orthogonal de x € E est le seule vecteur
ye Etelque ye F et x—y € F+. Pratique pour le trouver |

Exercice 7 : CCINP 80

Propriété 15 : Expression en base orthonormale

Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie
de E préhilbertien réel, (e, ...,ep) une base orthonor-
male de F. Alors

Remarque

R31- On peut voir le procédé d’orthogonalisation de
Gram-Schmidt en terme de projection : nous cher-
j=1
chionsunvecteure;=e; + ) Aregie.
k=1

j-1
ej=8j—2/1k£k. (])
k=1

Donc, si I'on nofe F = Vect(ey,...,ej_1), (1) est la dé-
composition de e; dans FLeF. Donc ej=ppilej) et
j-1
- Z A€ = pr(ej).
k=1

De plus, ici (e1,...,ej-1) est une base orthogonale

de F, donc 6—1817_1 en est une b.o.n. et
el e,
izl e £k j-1 (exlej)
prlej) = Z( k e-) = e, d'ol I'ex-
= I\Ekll) el — =1 e)?

pression des A, que I'on avait frouvé.

A savoir retrouver plutét que de connaitre par coeur

m Projection orthogonale sur une droite : D = Ra, oU a # 0.

Alors (ﬁa} est une base orthonormée de D et

(Attention & ne pas oublier le Jal?...)
m Projection orthogonale sur un hyperplan : H = (Ra)', ou
a#0g.

Exemple

£8 - Soit E=R3, P le plan d’équation cartésienne x—z=0.
On note % = (e}, e», e3) la base canonique de R3.
Quelle est la matrice dans % de pp ?
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Remarque

R32- Si % (qui peut étre choisie orthonormale) est une
base adaptée & la décomposition E=F @ Ft,
1

O
Matg (pp) = L 0
o .
0
ou les p premiers vecteurs de 2 forment une base de
F =Im(pp) et nous donnent les p premiéres colonnes
avec des 1 surla diagonale, et les n—p autres forment
une base de F- =Kerpy et nous donnent les n— p der-
niéres colonnes nulles.

Propriété 16 : Inégalité de Bessel

Soit E un espace préhilbertien, F un sous-espace
vectoriel de E de dimension finie, pr la projection or-
thogonale sur F. Alors

H Symétries orthogonales (MPI)

Définition 16 : Symétrie orthogonale

Soit E un espace préhilbertien, F un sous-espace
vectoriel de E de dimension finie.

On appelle symétrie orthogonales par rapport a F,
nclﬁée sp. la symétrie par rapport a F, parallelement &
E

Si F est un hyperplan, on parle de réflexion.

Si F est une droite vectorielle, on parle de retour-
nement.

Propriété 17 : des symétries orthogonales

(V) Ker(sp+idg) =Ft
(V) sp=2pp—idg.
(V) sp=pFp—ppL

() speZ(E)
(i) sposp=idg
(iiiy Ker(sp—idg)=F

Exemple

E9 — Symétrie orthogonale par rapport au plan P de
I'exemple précédent.

Remarque

R33 - Si 2 (qui peut étre choisie orthonormale) est une
base adaptée & la décomposition E=F @ FL,
1
Q)

Matg (sp) = 1 Y

Q) .

=il
ou les p premiers vecteurs de 8 forment une base
de F = Ker(sp—id) et nous donnent les p premieres
colonnes avec des 1 sur la diagonale, et les n—p
autres forment une base de FL = Ker (sp + id) et nous
donnent les n— p dernieres colonnes avec des —1 sur
la diagonale.
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LyCEE LECONTE DE LISLE — LA REUNION

A savoir retrouver :
m Soient H est un hyperplan d’un espace euclidien E et a
un vecteur non nul de H+.

Distance & un sous-espace

On a vu que si F est un sous-espace vectoriel d'un espace
préhilbertien réel E, alors, pour tout xe E,

A0 F) = inf d0x,y) = inf lx=y.

Propriété 18 : Expression de la distance a un sevdf

Soit F est un sous-espace vectoriel de dimension
finie d’un espace prehilbertien E, et x € E.

Alors la distance de x & F est afteinte en le pro-
jeté orthogonal pr(x) de x sur F , ef seulement en ce
vecteur :

d(x,F) =d(x, pp(x)) = | x - pp)
etsidx,F) = |x—y|| avec yeF, alors y = pp(x).

Deplus, si(ey,..., ep) €st une base orthonormale de
F,

d(x, F)? =

Si, enfin, F+ est aussi de dimension finie et
(ep+1,---,en) UNE base orthonormale de F*,

d(x,F)% =

T\

Méthode 1 : Détermination pratique de pr(x)

Plutét que de calculer une b.o.n. de F (orthonorma-
lisation de Gram-Schmidt), il peut étre plus économique
d’écrire que pr(x) est le seul vecteur de y € F tel que
x—y€F¥

Connaissant une base quelconque de F, on décom-
pose y dans cette base et on fraduit I'orthogonalité de
x—y & chaque vecteur de la base : autant d’équation
que d’inconnues.

On résout et on frouve y = pp(x).

Remarque

R34 — Si F n'est pas de dimension finie, cette distance n’est
pas nécessairement atteinte. Ainsi, par exemple, si
E =<%([0,1], R) muni du produit scalaire canonique et
si F est le sous-espace vectoriel des fonctions polyno-
miales, alors d(exp, F) n'est pas atteinte car on peut
n xk
montrer que d(exp,x — ];0 =
distance est nulle. Ainsi, dire qu’elle serait atteinte se-
rait dire que exp € F ce qui est faux (frop de dérivées

non nulles?).

On peut d’ailleurs montrer plus généralement, que si
d(x, F) est affeinte pour un ye F, alors x—y € F- et on
peut montrer que si F est le sous-espace vectoriel des
fonctions polynomiales, F = {0}.

0 donc cette

_
n—+oo

o
2
F's *_E

HTTPS://MP1.PREPA-CARNOT . FR il

=

Exercice 8: CCINP 81, 82

Corollaire 6 : Distance a un hyperplan

Soit E un espace euclidien, H un hyperplan de E
de vecteur normal a : H= (Ra)*.
Alors, pour tout x € E,

d(x, H) =

Si ayx) +---+anxy =0 est une équation de H dans
une base % de E et si (x1,...,x,) sont les coordonnées
de x dans cette base, alors

d(x, H) =
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