MPI Lycée Leconte de Lisle — La Réunion
Espaces vectoriels normes, topologie

Exercices cherchés en cours

@ CCINP 37 On note E I'espace vectoriel des applications continues de [0;1] dans R.

1
On pose : ¥ f € E, Noo(f)= sup |f(x)| et Ni(f)= f F(0)lde.
0

x€[0;1]

(a) Démon’rrer que Noo e’r N, sont deux normes sur E.

2. Démontrer que les normes N, et N, ne sont pas équivalentes.

Solution de 1 : CCINP 37

(a) Prouvons que N, est une norme sur E.
VfeE,|f]| estpositive et continue surle segment [0,1] donc f est bornée et donc Neo(f)
existe et est positive.
i) Soit f € E telle que No(f)=0
Alors, YVt €[0,1], |f(£)|=0, donc f=0.
i) Soit AeR. Soit f€E.

Si A =0 alors Neo(Af)=0=|A|Nao(f).
SiA#£0:

Viel0,1], [Af(2)=|Allf(8)l < |AINoo(f).
Donc Neo(Af) <M|Noo(f) (1)

Veelo1] |f(1)l= I?\f

Donce Nool )< x| wo(Af).

C'est-a-dire, |A|Neo(f) < Noo(Af).  (2)

Donc, d'apres (1) et (2), Noo(Af) =|A|Noo(f).

iii) Soit (f,g) e E?.

¥ £ €[0,1LI(f + &) < IF ()l +18(1)] < Noo () + Noo(g)-
Donc Neo(f + &) S Neo(f) + Noo(8)-

On en déduit que N, est une norme.

oo(Af):

Ill | |

Prouvons que N; est une norme sur E.

VY f € E, |f| est continue et positive sur [0,1] donc N;(f) existe et est positive.
i) Soit f € E telle que Ny(f)=0.

Or | f| est continue et positive sur [0,1], donc |f]| est nulle.

C'est-a-dire f=0.

i) Soit )LG]R Soit feE.

N(Af)= f IAf(e)lde = Illf |f(B)ldt = |AIN(f).

iii) Soit ( f g)€ E2.
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Veel0,1], |(f+g) ) <I|f(t)+]|g(t)l. Donc, parlinéarité de I'intégrale, Ni(f +g) < Ni(f)+ N (g).
On en déduit que N, est une norme sur E.
1 1
(o) k=1 convient Cor,erE,f |f(t)|dt<J Noo(f)dt = Noo(f).
0 0
(c) L'application identité de E, muni de la norme N, vers E, muni de la norme N;, est

continue car lineéaire et verifiant V f € E, Ni(f) < kNgo(f).

L'image réciproque d'un ouvert par une application continue étant un ouvert, on en
déduit que :

un ouvert pour la norme N; est un ouvert pour la norme Ng,.

On peut aussi raisonner de facon plus élémentaire par inclusion de boules et retour d la
définition d'un ouvert.

2. Pour f,(1)=1". 0N @ N,(£,)= 1 of Neof)=1. donc. fim e )=

Donc ces deux normes ne sont donc pas équivalentes.

@ Ex CCINP 38 On note R[X]|'espace vectoriel des polyndmes d coefficients réels.
n
On pose V P eR[X], Nl(P):Z|al~| ef Neo(P)= max |a;| oU P = Za X avec n>degP.

i=0 i=0

(a) Démontrer que N, est une norme sur R[X].

Dans la suite de I'exercice, on admet que N; est une norme sur R[X].
(b) Beér - .
(c) Démontrer que les normes N, et N, ne sont pas équivalentes.

2. Onnote R;[X]le sous-espace vectoriel de R[X] constitué parles polyndbmes de degré inférieur
ou égal & k. On note Ny la restriction de Ny & Ry[X] et N/ la restriction de Neo & Ry [X].
Les normes N, et N/ sont-elles équivalentes g

Solution de 2 : Ex CCINP 38

(a) On pose E =R[X].
Montrons que N, est une norme sur E.
Par définition, Noo(P) = 0.

i) Soi’rP—Za X' e E tel que Nyo(P)=0.

Ces’rodlre max |a;|=0, donc, Yie€[0,n], |a;|=0.

0<i<n

On en déduit que P =0.
n
i) Soit P=>"a;X' € E et 1€R.
i=0
Noo(AP)= max [Al|a;| =|A|Noo(P).
0<i<n

iii) Soit (P,Q) e E2.
On cormdere un entier n tel que n > max(deg P, degQ).

Alors, P = Zaxle’rQ Zle

Ainsi, P +Q =Z(a,- +b))X' et Noo(P +Q)= max|a; + b;].

0<i<n

=0
Or, Vie[o,n], |a; + b;| <|a;| +|b;| € Noo(P)+ Noo(Q).
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DONC, Neo(P 4 Q) < Noo(P)+ Neo (Q).
On en déduit que N, est une norme.

(b) L'applicationidentité de R[X], muni de la norme N;, vers R[X], muni de la norme N, est
continue car linéaire et vérifiant, VP e R[X], Noo (P) < Ny (P).
L'image réciproque d’'un ouvert par une application confinue étant un ouvert, on en
déduit gu'un ouvert pour la norme N, est un ouvert pour la norme N;.
On peut aussi raisonner, de facon plus élémentaire, par inclusion de boules et retour a
la définition d’un ouvert.

(c) PourP,=1+X+X?>+---+X"ona Ny(P,)=n+1 et Noo(P,)=1.
N (P
Donc lim b)) _
n—+0o Noo(Pn)
On en déduit que les normes N; et N, ne sont pas équivalentes.

2. En dimension finie, toutes les normes sont équivalentes, en particulier Ny et N/ .

@ Ex CCINP 41 Enoncer quatre théorémes différents ou méthodes permettant de prouver

qu’'une partie d'un espace vectoriel normé est fermée et, pour chacun d’eux, donner un exemple
concret d'utilisation dans R?.
Les théoremes utilisés pourront étre énoncés oralement & travers les exemples choisis.

Remarques :
1. On utilisera au moins une fois des suites.
2. On pourra utiliser au plus une fois le passage au complémentaire.
3. Ne pas utiliser le fait que R? et I'ensemble vide sont des parties ouvertes et fermées.

Solution de 3 : Ex CCINP 41

1. Soit E et F deux espaces vectoriels normés.
Soit f: E— F une application continue.
L'image réciproque d’'un fermé de F par f est un fermé de E.
Exemple : A= {(x,y)eR?/xy =1} est un fermé de R? car c'est I'image réciproque du fermé
R? —R
(x,y) —xy "’
2. Soit E un espace vectoriel normé. Soit F Cc E.

F est un fermé de E si et seulement si (g F est un ouvert de E.
Exemple : B={(x,y)eR?/x?+y?>1} est un fermé de R? car (g. B est un ouvert de R2.

{1} de R par I'application continue f:

En effet, Cg. B={(x,y)€R?/ x?+ y? <1} = B,(0,1) OU B,(0,1) désigne la boule ouverte de centre
0 et de rayon 1 pour la norme euclidienne sur R2.
Puis, comme toute boule ouverte est un ouvert, on en déduit que (g B est un ouvert.

3. Caractérisation séquentielle des fermés :
Soit A une partie d'un espace vectoriel normé E.
Aestunfermé de E siet seulement si, pour toute suite (x,,) & valeurs dans A telle que ,,l_i,Eloo X, =X,
alors x € A.
Exemple : C={(x,y)eR?/xy>1} est un fermé.
En effet, soit ((x,, 1)) oy UNE suite de points de C qui converge vers (x, y).
Vn €N, x,y, =1, donc, par passage a la limite, xy >1 donc (x,y)eC.
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4. Une intersection de fermés d’'un espace vectoriel normé E est un fermé de E.
Exemple : D={(x,y)eR?/xy>1etx>0}.
On pose Dy ={(x,y)eR?/xy>1} et D,={(x,y)eR?/ x> 0}.
D'apres 3., D, est un fermé.
D, est également un fermé.
R? —R

En effet, D, estI'image réciproque du fermé [0, +oo[ de R par'application continue f (x,y) —x

On en déduit que D =D, nD, est un fermé de E.

Remarque :

On peut aussi utiliser le fait qu'un produit de compacts est un compact et qu'un ensemble com-
pact est fermé.

Exemple : E =[0;1] x [2;5] est un fermé de R2.

En effet, comme [0;1] et [2;5] sont fermés dans R et bornés, ce sont donc des compacts de R.

On en déduit que E est un compact de R? donc un fermé de R2.

@ CCINP 34 Soit A une partie non vide d'un R-espace vectoriel normé E.

1. Rappeler la définition d’'un point adhérent a A, en termes de voisinages ou de boules.
2. Démontrer que : x € A<= 3(x,),ey telle que, YreN, x, €A et x, — x.

3. Démontrer que, si A est un sous-espace vectoriel de E, alors A est un sous-espace vectoriel
de E.

4. Démontrer que si A est convexe alors A est convexe.

Solution de 4 : CCINP 34

1. Soit A une partie non vide de E.
¥ (a) désigne I'ensemble des voisinages de a.
VY r>0, By(a, r)désigne la boule ouverte de centre a et de rayon r.
Soit a € A.

acA<=VYVe¥(a), VNA+2.
Ou encore :
a€A <= VYr>0, Bya,r)NA£Q.

2. Soit x € A.
Prouvons que 3(x,),ey telle que, YreN, x,€A et nlir+noo X,=X.
Par hypothese, Vr >0, By(a, r)NA#@.
1
Donc VYn € N*, Bo(x,;)ﬂAyéQ.

N 1
C'est-a-dire Yn e N*, 3 x,, € By(x, —)N A.
n
On fixe alors, pour tout entier naturel n non nul, un tel x,,.
. . o 1
Ainsi, la suite (x,),en+ €5T une suite a valeurs dans A et Yn e N*, ||x, — x| < —.
n

C'est-a-dire la suite (x,),en» CONVeErge vers x.
Soit x € E. On suppose que (x,),ey Telle que VreN, x,c A et nlir+noo X, =X.

Prouvons que x € A.
Soit Ve ¥(x). Alors, 3 >0 tel que By(x,e)c V.
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On fixe un tel ¢ strictement positif.
lim x,=xdonciNeNtelqueVneN, n>N=||x,—x||<e.

n—+00
On fixe un tel entier N.
Donc, comme (x,,) est a valeurs dans A, on en déduit que Yn €N, n> N = x,, € By(x, )N A.
Or By(x,e)cV,doncVneN, n>N = x,, € VNA, c'est-G-dire VNA#£Q@.
On peut en conclure que x € A.
3. AcEetogpeAcar0zcAet ACA.
Soit (x,y)e (A)* et AeK.
D’apres 1., Il existe deux suites (x,,) et (y,,) d’éléments de A convergeant respectivement vers
xety.
Onaalors lim (x,+Ay,)=x+Ay.
Or A est un sous-espace vectoriel de E et VneN, (x,, y,) € A%, donc x,, + Ay, € A.
On en déduit que la suite (x, + Ay,).en €5t O valeurs dans A et converge vers x +A4y.
On a bien x+Ay € A.

4. On suppose que A partie non vide et convexe de E. Prouvons que A est convexe.
Soit (x, y) € (A)%. Soit £ [0, 1].
Prouvons que z=tx+(1—t)y € A.
x € A, donc il existe une suite (x,,) a valeurs dans A telle que nliLnM X, =X.
y € A, donc il existe une suite (y,) A valeurs dans A telle que nlir+noo V=Y.
OnposeVneN,z,=tx,+(1—1t)y,.
VneN, x,€A, y,€Aet Aest convexe, donc z, € A. De plus lir+n00 zZ,=z.
n—
Donc z est limite d'une suite a valeurs dans A, c’est-0-dire z € A.

@ CCINP 44 Soit E un espace vectoriel normé. Soient A et B deux parties non vides de E.

1. (a) Rappelerla caractérisation de I'adhérence d'un ensemble & I'aide des suites.
(b) Montrer que : Ac B= ACB.

2. Montrer que : AUB=AUB.
Remarque : une réponse sans utiliser les suites est aussi acceptée.

3. (a) Montrer que : ANBc ANB.

(b) Montrer, a I'aide d’'un exemple, que I'autre inclusion n'est pas forcément vérifiee (on
pourra prendre E =R).

Solution de 5 : CCINP 44
Soit E un espace vectoriel normé. On note A et B deux parties non vides de E.

1. (a) xeAsietseulement siil existe une suite & valeurs dans A qui converge vers x.

(b) On suppose Ac B. Prouvons que A c B.
Soit x € A.
Il existe une suite (u,),en telle que VneN, u, € A et lir+nOO U,=Xx.
n—

OrAcB,donc,VneN, u,eBet lim u,=x.

n—+0oQ

Donc x €B.

2. D'apres la question précédente,
ACAUB, donc ACAUB.
Bc AUB, donc BCAUB.
Donc AUBc AUB.

Prouvons que AUB c AUB.
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3.

Soit x e AUB.
Il existe une suite (u,),ey telle que, YreN, u, € AUB et lim u,=x.

n—+00

On considére les ensembles A; = {n e Ntels que u,, € A} et A, ={n eNtels que u, € B}.

Comme VrneN, u, € AUB, A, ou A, est de cardinal infini.

On peut donc extraire de (u,)nen UNE sOUs-sUite (Uy(n))pen O Valeurs dans A ou une sous-suite
(tty(n))nen @ valeurs dans B telle que nl_i)rg() Up(n) = X.

Donc x € AUB.
Remarque :On peut aussi prouver que AU B c AU B sans Utiliser les suites :

A et B sont fermés, donc AU B est un fermé contenant AU B. Or AU B est le plus petit fermé
contenant AUB, donc AUB c AUB.
(a) D'apres la question 1.,
ANBcA, donc ANBCA.
ANBcB,donc ANBcCB.
Donc ANBCANB.
Autre méthode :

Comme Ac Aet BcBalors ANBcANB.

Comme ANB est un fermé contenant ANB, alors par minimalité de AnNB, ona AN B c ANB.
(b) A=]0,1[ et B=]1,2[.

ANB=p et ANB={1}.

@ CCINP 45 Les questions 1. et 2. sont indépendantes.

Soit E un R-espace vectoriel normé. Soit A une partie non vide de E.
On note A I'adhérence de A.

1.

2.

(a) Donner la caractérisation séquentielle de A.
(b) Prouver que, si A est convexe, alors A est convexe.

On pose : Vx € E, dy(x)=inf||x—al|.
acA

(a) Soit x € E. Prouver que dy(x)=0=> x € A.

(b) Onsuppose que Aestferméeetque:V(x,y)e E2 YVt €[0,1], da(t x+(1—1)y) < tds(x)+(1—1)d(y).
Prouver que A est convexe.

Solution de 6 : CCINP 45

1.

(a) Soit A une partie d'un ensemble E.
x € A< il existe une suite (x,),eny O valeurs dans A telle que lix+n00 X, =X.
n—

(b) Onsuppose que A est une partie non vide et convexe de E. Prouvons que A est convexe.
Soit (x, y) € (A)%. Soit £ [0, 1].
Prouvons que z=tx+(1—1t)y € A.
x € Adonc, il existe une suite (x,),eny O Valeurs dans A telle que nlir+noo X, =X.
y € Adonc, il existe une suite (y,),eny O Valeurs dans A telle que nlil;noo V=Y.
Onpose:VneN,z,=tx,+(1—1)y,.
VneN, x,€A, y,€Aet Aest convexe, donc z, € A. De plus lir+nc>o Z,=Z.
n—
Donc z est limite d'une suite & valeurs dans A, c'est-a-dire z € A.

(a) Soit A une partie non vide de E. Soit x € E tel que dy(x)=0.
Par définition de la borne inférieure, nous avons : Ve >0, 3a € A tel que ||x—al| <e.
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Donc, Vn e N*, pour e = % il existe a, € A tel que ||x—a,|l < %

Alors la suite (a,),en+ Qinsi construite est & valeurs dans A et converge vers x, donc x € A.
(b) Onsuppose que Aestfermée etque, V(x,y)e E2, Vi €[0,1], da(t x+(1—1)y) < tda(x)+(1—1)da(y).

Soit (x, y) € (A)?. Soit t €[0,1].

Prouvons que z=tx+(1—t)y € A.

Par hypothese, on a d(z) < tda(x)+ (1 —1)ds(y). (1)

OrxeAetyeA donc dx)=dsy)=0et donc, d'apres (1), da(z)=0.

Alors, d'apres 2.(a), ze€ A. Or A est fermée, donc A=A et donc z € A.

Normes

K désigne R ou C.

Soit ne NN et (ay, ay,...,a,) € K" tels que ay,ay,...,a, sont deux & deux distincts.
Pour tout P €K, [X], on pose ||P||= max |P(ay)|.
0<k<n

ELAY

Monftrer qu'il s’agit d'une norme sur K, [ X].

n
Soit n e N*. Pour toute matrice A€ .#,(R), on pose ||A|| = max Z |a;,j|- Montrer que cela définit
SISTE

une norme sur . ,(R).

@ Soit I'espace vectoriel E={f € €'([0,1],R), f(0)=0}.

Pour toute fonction f € E, on pose | f||.. = s1[10pl]}f(x)| et ||f||= s1[10pl]|f’(x)|.
x€(0, x€(0,

1. Démontrer que ||| est une norme sur E.
2. Montrer que pour toute fonction f € E, || f|.. <||f|-
3. Démontrer que les normes ||| et |||l Ne sont pas équivalentes.

m Montrer que tout parallélogramme non aplati centré a I'origine est la boule unité d'une
norme sur R?.

Solution de 10:
Les cotés d'un tel parallélogramme ont des équations de la forme

ax+by=1
ax+by=-1
cx+dy=1
cx+dy=—1

vu la symétrie et le fait que le parallélogramme ne soit pas aplatie, avec (a, b) #(0,0) et (¢,d)#0 et

avec #0 car les cotés sont sécants.

a C
b d

On démontre alors facilement que N : (x,y) — max(lax+by|,|cx+dy|) est une norme répon-
dant au probléme.
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@ Soit N définie sur R? par N(x,y)= sup |x+1y|.

t€[0,1]

Monftrer qu’il s’agit d'une norme et dessiner sa boule unité.

@ Montrer que la propriété d'inégalité triangulaire d'une norme peut étre remplacée par la

convexité de la boule unité (I'ensemble des x € E tels que N(x)<1 est un convexe de E).
Indication : s'intéresser au segment d’extrémités les vecteurs unitaires associés a x et y.

Solution de 12

Le sens direct, c’est du cours.

Réciproqguement, si N : E — R est défini-positive, homogene et que sa boule unité fermée est
convexe, soit x,y € E.

Six=05 oU y=0g, I’inégoIiTé triangulaire est immédiate. o) : |

y , _ N(y . N(x+y

Sinon, ons'intéresse a (1— t)mﬂ NG € B’(0p,1)pour t = WN(J’) et on obfient WN(J’) <
(sans oublier que I'on ne sait pas encore que N est une norme mais le fait qu’elle soit défini-positive
et homogene permet de justifier les calculs.)

@ Soit E = 4([0,1],R) et ¢ € E une fonction telle que pour tout x €]0,1[, ¢(x) > 0. Pour toute

1
fonction f € E, on pose N(f)=f ()| f(0)] dr.
0

1. Démontrer que N est une norme sur E.
2. Démontrer que N est dominée par Ng,
3. Démontrer que les normes N, et N ne sont pas équivalentes.

m Montrer que toute norme est 1-lipschitzienne.

@ Les inégalités de Holder et de Minkowski dans K"

. 1 1 .
Soit n € IN*, p,q €]1,+00[ tels que ; + E = 1. Soient (xy,...,x,) € K" et (y,...,y,) € K". On note

o= <§|xklp>l/p et p= (éln{q)

. 1 1
1. Montrerquesia,beR telsque a=>0et b>0, ab<;a”+gbq.

1/q

n n
2. On veut en déduire I'inégalité de Holder sur K” Z|xkyk (lekl”> <Z}yk|q)
k=1

k=1

Commencer par la démontrer en supposant ||x]|, = K/lekl’” 1 et Hy“ =¥ /lekl”’ =1, puis,

dans le cas général, en normalisant les vecteurs (c'est-a-dire en les divisant por llxIl, et “y”

respectivement (Attention : on ne sait pas encore que ce sont des normes) lorsque c es’r
possible.)

Quelle inégalité classique retrouve-t-on en particulier 2
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n n n
3. En remarquant que Z|xk+yk}p<Z|xkl|xk+yk|’”_1+2{yk||xk+yk}p_1,en déduire I'inégalité

k=1 k=1 k=1

. 1/p n 1/p n 1/p
de Minkowski (Z{xk+yk|p> < (lek|p> + <Z|Yk|p> .
k=1

k=1 k=1

n
4. Montrer que ||x||, = ;’/Z|xk|” définit une norme sur R”.
k=1

5. Calculer la limite de || x||, lorsque p — +o0.
Remarque : On peut faire le méme travail et obtenir des résultats similaires avec des intégrales de
fonctions continues sur un segment [a, b].

Solution de 15 : Les inégalités de Holder et de Minkowski dans K"

1. Concavité de In.

Mefm

Appliguer la premiére question & et sommer, puis remplacer a et §.

Utiliser deux fois la question précédente dans I'indication.
Seule I'lT est difficile mais c'est la question précédente.

AR N

[1xlloo <lxll, < 2P Xl oo

Retrouver le cas d’'égalité dans I'inégalité triangulaire d’'une norme euclidienne (inégalité

de Minkowski). En déduire que ||-||o Sur R™ n'est pas euclidienne.

Topologie

(E,|I-Il) désigne un K-espace vectoriel normé.

'Vrai ou faux)

1. Un voisinage d’un point est foujours borne.

Une partie qui n'est pas ouverte est fermée.

Une intersection d’'ouverts est ouverte.

L’adhérence d'une partie est toujours fermée.

Siun fermé contient une partie, il contient son adhérence.

Si une partie A est fermée, toute suite d’élément de A converge dans A.

N o~

Un point n’est pas intérieur O A si et seulement s'il est adhérent au complémentaire de A.

Ouverts, fermeés

Z est-elle une partie ouverte de R ¢ une partie fermée de R 2
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m Soit E un espace vectoriel normé, F, G deux sous-espaces vectoriels de E supplémentaires,

p,q les projections associees a la somme directe Fe G et A une partie de E.
Monftrer que si A est ouverte, p(A) est un ouvert (relatif) de F et g(A) est un ouvert de G.
En est-il de méme pour une partie fermée 2

1. Soit P=X3+aX?+bX +c un polyndbme réel. Vérifier que les racines & de P satisfont

€] < max{l,|al+|b|+|c]}.

On note 2 I'ensemble des (a, b, c) € R3 tels que le polyndbme P = X3 +aX?+ bX + ¢ soit scindé
sur R.

2. Montrer que 2 est une partie fermée de R3

Solutionde 19:
1. Si & est racine de P alors

g =—al?—bE—c
Cas: || < 1. L'inégalité voulue est vérifiée. Cas : |&]> 1. On vérifie 1 < |&]? et |E] <|E2. On a alors

allgPIblig] +c|
allg*+IblIEP +ellg .

P =|ag?+bE+c|

VAN/AN

|
|
En simplifiant par |£]2,

1€l <lal+|Db[+]c]
et I'inégalité voulue est d nouveau vérifiee.

2. Soit (a,, b, c,),ey Une suite convergente d’éléments de 2 et notons (a, b, ¢) sa limite. Pour tout
n €N, notons x,, y, et z, les trois racines réelles du polynébme P, = X3+a,X?+b,X +c, que I'on
sait scindé sur R.

La suite (a,,, by, ¢,) ey €5t DOrnée car convergente et la suite (x,l,y,,,zn)neN I'est donc aussi en
vertu du résultat de la premiere question. Par le théoreme de Bolzano-Weierstrass, on peut

en extraire une suite convergente (Xu ), Vo(k) Zok) oy - NOTONS (x, ¥, 2) la limite de celle-ci. Par
les relations coefficients/racines d'un polyndme scindé, on sait

an:_(xn+yn+zn)
b, = XnYnt YnZn+2ZpXxy
Cn="XnYnZn
pour tout n eN.
Cela vaut en particulier pour n = ¢(k) et en faisant alors tendre k vers I'infini, il vient

a=—(x+y+2z)
b=xy+yz+zx
c=—Xxyz

Par ce systeme, on peut affirmer que les réels x,y et z sont les trois racines du polynéme
X3+aX?+bX+c quiestdonc scindé sur R. Ainsi, (a,b,c)€ 2 et 2 est donc une partie fermée
car contient les limites de ses suites convergentes.
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m Dans E =R[X], on considere les normes N;(P)= sup |P(t)| et N,(P)= sup |P(t)|.
t€[0;1] re[1;2]

L'ensemble Q={P € E | P(0)# 0} est-il ouvert pour la norme N; ¢ pour la norme N, 2

"goISIBIOM P dwaIody}) N sasuad punod uQ

Solution de 20 :
Posons ¢ : E — R I'application définie par ¢(P) = P(0).

Le cas de N, se fraite facilement avec les résultats sur les fonctions continues : I'application ¢
est linéaire et puisque |p(P)| < Ny(P), cette application est continue. On en déduit que Q= p~1(R*)
est un ouvert relatif & E c’est-a-dire un ouvert de E pour la norme N;.

Mais nous n'avons pas encore vu ces résultats. On peut montrer directement que Q est ouvert
pour N, directement : si P € Q, on vérifie que By, (P |P(0)]) c  car si Q appartient & cette boule,
|P(0)—Q(0)| < [P(0)] donc |Q(0)| > 0.

Ou alors on montre que Q¢ = {P € E, P(0)=0} est fermé car si (P,),, est une suite d'éléments de
E convergeant vers Q au sens de N, (donc uniformément sur [0,1]), pour tout n €N, P,(0)=0 donc
Q(0)=0 (la convergence uniforme implique la convergence simple) soit Q e Q°.

Pour la norme N,, montrons que la partie Q n'est pas ouverte en observant qu’elle n'est pas
voisinage de son point P = 1. Pour cela considérons la fonction continue f :[0;2] — R telle que
f(x)=xsi x<[0,1] et 1 sinon.

Par le théoréme d'approximation de Weierstrass, il existe une suite (P,) de polyndmes vérifiant

sup |P,(t)—f(t)] — 0

r€[0;2] n—+00

et en particulier

n—+00

Considérons alors la suite de polynémes (Q,,) avec
Qn =P, — P,(0).

Pour tout neN,Q,(0)=0donc Q,, ¢ et

—+0Q

Ny (Qn) < Na (P = P)+[P,(0)] — 0

donc

Puisque la partie Q n’est pas voisinage de chacun de ses points, elle n’est pas ouverte pour la
norme N.
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@ On munit le R-espace vectoriel £°°(R) des suites réelles bornées de la norme

llulloo = sup|u,|.
neN

Déterminer si les sous-ensembles suivants sont fermés ou non :
A={suites croissantes}
B = {suites convergeant vers 0}
C ={suites convergentes}
D = {suites admettant 0 pour valeur d'adhérence}
E = {suites périodiques}
F = {suites terme général d'une série absolument convergente}.

Solution de 21 :

A est fermé carsi u? = (uZ) est une suite d’éléments de A convergeant vers une suite u =(u,,) pour

la norme || -||oo alors pour tout neN et tout p N, ul, < uﬁﬂ qui donne & la limite u,, < u,,; et donc
ucA.

B est fermé car si u” = (u},) est une suite d'éléments de B convergeant vers une suite u = (u,)
pour la norme ||+ |loo alors pour tout e > 0 il existe p eN tel que ||u—uP||« < /2 et puisque ul, - 0,
n—
il existe N eN tel que

VYn=N,

ul| <e/2

et donc

Lt <|up—ul|+|ub|<e
Ainsi u — 0 et donc u € B.
C est fermé. En effet, si u? = (u}),) est une suite d'éléments de C convergeant vers une suite
u=(u,) pourla norme || |loo alors en notant £7 la limite de u?, la suite (¢P) est une suite de Cauchy

puisque [P —{9| < ||uP — u9||s . Posons ¢ la limite de la suite (¢7) et considérons v” = u? —¢P-vP € B et
vP - u—f doncu—fleBetueC.

D est fermé car si u? = (ul;) est une suite d'éléments de D convergeant vers une suite u = (u,)
pour la norme |||l alors pour tout e > 0 il existe p e N tel que ||u— u”|| < /2 et puisque 0 est valeur
d'adhérence de u?, il existe une infinité de n tels que |u;, | <¢/2 et donc tels que

Iun|<|un—uﬁl+]u£|<s
Ainsi 0 est valeur d'adhérence de u et donc ueD.

E n’est pas fermé. Notons 67, la suite déterminée par 6, =1 si p | n et 0 sinon. La suite 67 est
périodique et toute combinaison linéaire de suites 67 I'est encore. Posons alors

1

P =
u 2k

p
5]6

k=1

qui est élément de E. La suite u” converge car

[ R S
k:p+12 2k

et la limite u de cette suite n'est pas périodique car

|
Ug= lim —=1
—4+00 k
p k:12
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et que u, <1 pour tout n puisque pour que u, =1 il faut k| n pour tout k eN.
Soit (u™) la suite définie par

1
* n__
VneN VpeN, U, _—(p+1)1+1/n'

La suite (u") est une suite d'éléments de F et une étude en norme |- || permet d'établir que

u" —u® avec u° = ﬁ. La suite u® n'étant pas élément de F, la partie F n'est pas fermée.

@ On note R™ 'ensemble des suites réelles nulles & partir d'un certain rang.

1. Montrer que R™ est un sous-espace vectoriel de I'espace (°(R) des suites réelles bornées.

2. L*°(R) étant normé par || |le. Le sous-espace vectoriel RN est-il une partie ouverte 2 une
partie fermée ¢

Solution de 22 :
(a) Les eléments de RN sont bornés donc RN ¢ #(N,R). L'appartenance de I'élément nul et la
stabilité par combinaison linéaire sont immeédiates.

(b) SiRM est ouvert alors puisque 0 € RN il existe a > 0 tel que B (0,a) c RN, Or la suite constante
égale & a/2 appartient & B (0,a) et n'est pas nulle & partir d'un certain rang donc B, (0,a) ¢ RN
et donc RWY n'est pas ouvert.

(c) Pour N €N, posons u™ définie par ulY = 215 si n <N et u =0 sinon.

(u) eR™ et uN — u avec u donné par u, = ;. En effet,

u® =]

Mais u ¢ R™ donc RM n’est pas fermé

=—— 0.
" N+2

Adhérence, intérieur

@ Montrer que A¢ =4c et A° = A¢

Si A est une partie non vide majorée de R, montrer que sup A est I'unique majorant de A
adhérent a A.

@ Si A et B sont deux parties de E, montrerque AUB=AUB, ANB Cc ANB, ANB =ANB, AUB c AUB

et donner des contre-exemples pour les inclusions réciproques.

m Déterminer I'intérieur et I'adhérence de Q.
Soit F sous-espace vectoriel normé de E. Montrer que soit F = E soit F =@.

Soit A une partie de E. Comparer par inclusion les parties A, A, A, A, A, A, A. Peut-on créer

d’'autres combinaison ¢
Calculer tous ces ensembles pour A={0}uU[1,2[u]2,3]Uu(QN[4,5]).
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m Frontiere

1. Comparer FrA et FrA¢.
2. Montrer que FrAU B c FrAUFr B. L'inclusion réciproque est-elle vraie ¢
3. Montrer que FrA c FrA et FrA c FrA. Ces inclusions sont-elles des égalités 2
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Densité

k
1. Monftrer que {z—n ; ne]Netke[[O,Z”]]} est dense dans [0, 1].

2. Une fonction est dite mid-convexe sur un intervalle I si pour tout (x,y) e I?,

7 (52) <5 (r@+ 1),

Monftrer que, si f est continue, f est convexe si et seulement si elle est mid-convexe.
(On pourra commencer par montrer que I'ensemble

Alx,y)={rel01]| fltx+1—0)y)<tf(x)+1—-0)f (1)}
contient tous les zﬁn)

Solution de 30 :
Indication :
Montrer I'indication par récurrence puis ufiliser un argument de densité.
Corrigé :
IIn'y a qu'un sens intéressant.
Méthode 1 On voit assez facilement que si on itére I'application de

7 (3e+p) <5 0+ 7))
on obtient par exemple :
(5 (s ner)) <5 s (e 1)
<3 (5 U@+ r0) )

ce qui se résume Q
1 3
(G y) < iy

d'ou I'idée de démontrer, par récurrence sur n :

k k k k
¥Yn>0Vke[0,2"] Y(x,y)eI? f <2—nx+(1—2—n)y> < 2—ﬂf(x)+(1—2—n)f(y)

La récurrence n'est pas difficile a établir : il suffit de dire que, si k et k’ sont dans [0,2"], on a

(5 ((Gera-gow)+ (Grera-gow))) <3 (s (e en=gon) o1 (orv=gm))

on simplifie, on utilise la propriété a I'étape n, on en déduit la propriété a I'étape n+1.
Pour conclure, on utilise alors la continuité de f ef la densité de I'ensemble {z_n ; 0< k <2”}

dans [0,1] (qui se démontre comme dans I'exercice de topologie sur les sous-groupes additifs de
R).
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Méthode 2 (Beaucoup plus graphique, mais demande des notions de topologie). On raisonne
par I'absurde, en supposant que f ne soit pas convexe. On fixe alors x < y dans I et t, €]0, 1] tels
que

[ (tox+(1—10)y) > tof(x)+(1—10)f(¥)
Par continuité de f,
A={uel0,1]; f(ux+(1—-u)y)=uf(x)+1—-u)f(y)

est un fermé relatif de [0, ¢,] (image réciproque d'un fermé par une application continue), donc
un fermé (un fermé relatif A d'un fermé F est I'intersection avec ce fermé F d'un fermé G, donc
est fermé). Non vide car il confient 0. Il a donc un plus grand élément (il est non vide majoré, il a
donc une borne supérieure, qu'il contient car il est fermé). On appelle 1, cet élément, et on note
x=hx+(1—1t)y (évidemment, on ne fait que décrire ce qu’on voit sur un dessin : x; est I'abscisse
du dernier point avant x4+ (1—t,)y en lequel la corde [(x, f(x)),(y, f(¥))] rencontre la courbe).

De méme,

B={uelty,1]; f (ux+1-w)y)=uf(x)+1—u)f(y)

a un plus petit élément r,, et on note x, = tLx +(1—1,)y (x, est I'abscisse du premier point apres
tox +(1—1ty)y enlequel la corde [(x, f(x)),(y, f(¥))] rencontre la courbe).
Sur 14, [, I'application continue

u— f(ux+1-wy)—uf(x)—1-u)f(y)

ne s'annule pas et est continue, donc garde un signe constant strict d’aprées le théoreme des
valeurs intermédiaires, donc est strictement positif (c’est son signe en t,). En particulier en (1, +1,)/2,
ce qui donne finalement

7(F572) > 5 (Fo)+ )

@ Montrer que 9.2 ,(K) est dense dans .,,(IK).

Solution de 31 :
Déja vu : perturber les coefficient diagonaux de J, dans I'écriture A= P J.Q ou bien remarquer que
pour k suffisamment grand, A— 11, est inversible.

@ Montrer que les sous-groupes additifs de R dont soit denses, soit discrets (de la forme aZ
pour a € R.) Applications :
1. Soit b un entier au moins égal & 2. Montrer que {% (a,k)eZ x ]N} est dense dans R.
2. Soient a,b e R*. On note aZ+bZ={ap+bq | p,q €Z}.

Montrer que aZ+ bZ est dense dans R si et seulement si % ¢ Q.

3. Monftrer gu’entre et t+107%, il y a un réel de la forme p+g+v2 oU p,q € Z.

Solution de 32:
Déja vu : infroduire a = G NR lorsqu’il existe et séparer les cas ou a =0 (dense, semblable a la
densité de Q) ou a > 0 (discret, avec une presque division euclidienne, semblable aux sous-groupes
de (Z,+) ou aux idéaux de (K[X],+)).
Applications :
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1. Densité de {% |a€Z, keN} :

Soit b un entier au moins égal & 2. On note G = {% |acZ, ke]N}. On a bien sOr G # @ et

G #{0}.
De plus, si x et y sont des éléments de G, on a a,a’€Z et k, k' €N tels que x =z et y = 1.

. kK _ rpk ’
Mais alors x —y = 242~ qvec ab¥ —a’b* e Z et k+ k'€, donc x—y €G.

De plus, comme 0 minore G NR* et . —— 0 (car b >1) avec pour fout k€N, x €G,
k—+00

a=inf(GNR}) =0.

C'est donc que [{% |lacz, ke]N} est dense dans ]R]

Remarque : cette densité se retrouve directement en remarquant que la suite de terme
[b" x|

général x,, = élément de G converge vers x € R quelconque.

2. CNS pour que aZ+bZ est dense dans R :
Soit G =aZ+ bZ. On vérifie sans mal que G n'est ni vide, niréduit a 0 et que la différence de
deux éléments de G est encore dans G.

Remarquons que dire que
«aZ+bZ est dense dans R si et seulement si % EQn
c'est dire que
«aZ+bZ est n'est pas dense dans R si et seulement si % eqQ.»

« SiG=aZ+bZ n'est pas dense dans R, alors, d'apres ce qui précéde, G =aZ avec a> 0.

Donc, comme ae€ G et b e G, on a deux entiers k et k’ (non nuls car a et b sont hon nuls)
tels que a=ak et b =ak’.
a k'
Alors —=— .
ors b % e
= Réciproquement, si %e Q, soient n et m deux entiers tels que %: %

Pourtout xe G=aZ+ bZ,0n a p,q Z tels que x=ap + bqg. Mais alors

n b b
=b—p+bg=— + —7.
. mp q m(np mq)em

. b .
Ainsi, G=aZ+ bZ C EZ' Mais alors G n'est pas dense dans R car on ne peut pas, par
L1z b b
exemple, frouver d'éléement de G enfre — et —.
3m 2m
. b
(On peut aussi voir que inf (GNRY) > >0
(Remarque : le théoreme de Bézout permet de dire que si la fraction % est iréductible,

aZ+bZ=%Z (= %Z).)

Conclusion : [aZ+ bZ est dense dans R si et seulement si % ¢ Q]
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3. Autre application :

R . L 2
D'apres la question précédente, comme 4 =v2¢Q, Z+ 27 est dense dans R.

[Donc entre et 1+107°, il y a un réel de la forme p+q+v2 oU p,q € Z)

@ Montrer qu'un hyperplan d’'un espace vectoriel normé est soit fermé, soit dense.

Solution de 33 :
Supposons H hyperplan non fermé. On a alors une suite (x,), € HY telle que x, — x ¢ H. Mais
comme H est un hyperplan, HeKx=E.

Soit yeE.lls’écrit y=h+Ax avec heH et A€ K.

Mais alors (h+ Ax,,), est une suite d'éléments de H qui converge vers y donc H est dense dans
E.

Remarque : en dimension finie, tout sous-espace vectoriel est fermé comme noyau d’'une
forme linéaire, qui est automatiquement continue.

Autre rédaction possible : Sachant que I'adhérence d’'un sous-espace vectoriel en est un (ce
résultat n’appardait pas dans le programme, mais c'est facile d remontrer avec la caractérisation
séquentielle) , on a H un sous-espace de E telque HcHcE.Or,siH#H,ona xe H\H et alors
par propriété des hyperplans, HeKx = E avec H c H et x € H donc (c’est I qu’on utilise le fait
que H est un sous-espace) E=HaeKxcH cE donc H=E.

Espaces vectoriels normés, topologie - page 18



