21

Polynomes d’endomorphismes et de
matrices, application a la réduction

Dans tout le chapitre, (E,+,-) désigne un K-espace
vectoriel ou K est un sous-corps de C.

n POLYNOMES D’ENDOMOR-
PHISME ET DE MATRICES

I'.l Rappels

Onavuquesiue L(E), Ac M), P= i akaelK[X],
on définit 0
B Puw=) ajuk = agidg+aju+---+apu”
k=0
m P(A)= i arA¥ = agly+ a1 A+ -+ ap AP
k=0
KiX] — L)

m Dy morphisme de K-
P —  P(u)
algebres.
KiX] — 4K .
Dy morphisme de K-
P —  P(A)
algebres.
Remarque

R1 - Ne pas confondre le polyndme P, I'endomor-
phisme P(u) et la matrice P(A).

R2 - (P(w))(x) existe mais pas P(u(x)).
R3- Siue L(E) et PQeK[X], (PQ)(u)=P(u)oQ(u).

R4 — Deux polyndbmes en u (respectivement A) com-
mutent.

Notation 1: Ensemble des polyndbmes en u/A

On note Klu] = Im®, = {P(u), PeK[X]} et
K[A] =Im®4 = {P(A4), P e K[X]}.

Remarque

R5 — Ne pas dire « Soit P(u) € K[u] » : il Ny a pas uni-
cité en général (@, n'est pas injective).
Préférer « Soit P e IK[X]. Alors P(w)... ».

Propriété 1 : Structure de sous-algéebre

K[u] = Vect(u™) ey €f K[A] = Vect(A™) ey SONT
des sous-algebres commutatives de ¥£(E) et
A, (K) respectivement.

E Propriétés

Propriété 2 : Polynomes et similitude

Si Ae M,(K), Pe K[X] et Qe 9%,0K), alors
P(Q'AQ)=Q'P(AQ.

Propriété 3 : Cas des matrices diagonales et tri-
angulaires

n
Si D = diag(i,... A et T=| . |et
© A

PeIK[X], alors

() P(D)=diag(P(A1),...,P(A))

P (*)
(i) P(T) = L
© POy

Polynébmes annulateur
n Définition

P est un polyndbme annulateur de u (respec-
fivement A) lors P(u) = 0¢rE) (respectivement
P(A) =0_y, 1)

Exemple

E1 - Le polyndbme nul.

E2- Si p est une projection, X2 - X est un polyndéme
annulateur de p.

E3 - Si s estune symétrie, X2—-1 est un polyndme an-
nulateur de s.
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Propriété 4 : Existence d’un polynome annula-
teur

() Si E est de dimension finie, ue £(E), il existe
au moins un polynéme annulateur non nul
de u.

(i Si Ae A, (K), il existe au moins un polynéme
annulateur non nul de A.

N

Méthode 1 : Calcul de puissances a par-
tir d’'un polynébme annula-
teur

1. On cherche un polyndbme annulateur non nul
P de A.

2. Pour un polynédme S € K[X], on calcule le reste
de la division euclidienne de Spour P: S = PQ+R
Oou degR < degP. C’est plutdt facile lorsque P est
scindé simple (Inferpolation de Lagrange).

3. On en déduit, entre autres, pour k € IN, avec
s=xk, Ak = R(a).

P Méthode 2 : Montrer Finversibilité et dé-
terminer linverse & partir
d’un polynéme annulateur

1. On cherche un polyndbme annulateur non nul
P de A avec un terme constant non nul.

2. On en déduit une matrice B telle que AB = Iy,
(ou BA = I, I'un des deux suffisant) en isolant
I.

3. Alors A est inversible, d’inverse B qui s’exprime
comme un polyndme en A.

Exercice 1

Si A2-3A+2I, =0, calculer les puissances de A,
vérifier que A est inversible et que exprimer A~! en
fonction de A et I,, et vérifier que I’expression des
puissances est valable pour des puissances néga-
tives.

n Polyndbmes annulateurs et valeurs

propres

Propriété 5 :Image par un polynéme d’endo-

morphisme

Siue (), e, x€ E tel que f(x) = Ax, alors
pour tout ke N, f*(x) = A¥x. Plus généralement si
P e KI[X], P(u)(x) = P(A)(x).

Si Ae M, K), A € K, X € 1K) fel que
AX = AX, alors pour tout k € N, A¥X = A¥X. Plus
généralement si Pe K[X], P(A)X = P(1) X.

[Elggse il
HTTPS://MPI.LECONTEDELISLE.RE i:ld B
Il % ]

[CIFE

Corollaire 1 : Certaines valeurs propres de P(u)
et P(4)

Si A est valeur propre de u (respectivement
A), alors P(A) est valeur propre de P(u) (respecti-
vement P(A)).

Propriété 6 : Les valeurs propres sont parmi les
racines d’un polynéme annulateur

Si P e K[X] et u e L) (respectivement
A e 4,(K)) tel que P(u) = 04 (respectivement
P(A) =0_4,x)). Z(P) I'ensemble des racines de P,
alors Spu c Z (P) (respectivement Sp A< Z (P)).
L’inclusion est stricte en général.

Remarque
R6 — Les valeurs propres sont parmi les racines de P

Exemple
E4— Sip?>=palors Sppc{0,1}.

Exercice 2 : CCINP 65

mLEMME DE DECOMPOSITION
DES NOYAUX

Théoreme 1:Lemme de décomposition des

noyaux

Soitue L(E), PQeK[X] felque PAQ =1. Alors
Ker (PQ)(u)) = Ker (P(u)) ® Ker (Q(u)).

Plus généralement, si Py,...,P, sont
deux 4G deux premiers entre eux, alors

Kef((l—[ Pi) (u)) = @Ker(Pi(u)).
i=1

i=1

Exercice 3:Résoudre y¥ =y, E=%¥(R), u opéra-
teur de dérivation.

Exercice 4 : CCINP 93
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Corollaire 2 : Décomposition dans une base
adaptée

() Si PeIK[X], Ker(P(u)) est stable par u.
(i Si Py,..., Py, sont deux & deux premiers entre
m

eux, et P = [ P; est un polynéme annula-
i=1

m
teur de u, alors E = @Ker (P;(w)), la matrice

i=1
dans une base adaptée est diagonale par
blocs.

Propriété 7 : Caractérisation 7 de diagonalisa-

bilité
Si E est de dimension finie et ue £ (E), u est
diagonalisable si et seulement si u est annulé

par un polynéme scindé a racines simples.
(s’adapte aux matrices)

m SOUS-ESPACES STABLES PAR
UN ENDOMORPHISME DIAGO-
NALISABLE

Propriété 8 : Diagonalisabilité d’'un endomor-

phisme induit

Si u est diagonalisable, F stable par u et ug
I'endomorphisme induit, alors ur est diagonali-
sable.

On a déja vu que les droites stables par u étaient exac-
tement les droites engendrées par un vecteur propre.

Ll 7
Méthode 3 : Sous-espaces stables par
un endomorphisme diago-
nalisable
Le théoreme suivant est hors-programme : il faut
le redémontrer lorsqu’on en a besoin.

Théoréme 2 : Sous-espaces stables par un en-

domorphisme diagonalisable

Soit E de dimension finie et u e £ (E) diagona-
lisable.

Un sous-espace non nul F de E est stable par
u si et seulement s’il existe une base de F formée
de vecteurs propres de u.

En effet, sion a une base (ey,...,ep) de F formée
de vecteurs propres, les images de chacun des vec-
teurs sont encore dans F et F est bien stable par u.

Si, réciproquement, F est stable par u, on peut
considérer I'endomorphisme up induit par u sur F.
Comme u est diagonalisable, up I'est aussi et on a
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une base de F formée de vecteurs propres de up
donc de u.

On peut donc déterminer des sous-espaces
stables soit nuls, soit ayant une base construite & par-
tir de vecteurs propres.

Exercice 5 : Déterminer les sous-espaces
stables par [I'application linéaire
u € Z(R3) canoniquement associée &
5 -8 -4
A=[4 -7 -4f.

0 0 1

N
@ Méthode 4 : Résolution d’une équation
matricielle
On frouve & l'oral des exercices du type : ré-
soudre P(X) = M,ou M est une matrice donnée, P un
polynébme, X une matrice inconnue. Par exemple :

Résoudre X%+ X = (2 1) d’inconnue X € /> (R).
0 3

II'n"y a pas une méthode pour aborder ce pro-
bléme, mais quand méme... il est important de re-
marquer que si P(X) = M, alors X et M commutent.
Et donc X laisse stables I'image, le noyau, les sous-
espaces propres de M. Ce qui délimite pas mal les
choses.

Comme toujours, il peut y avoir d’autres mé-
thodes : les connaissances au programme sur les
matrices nilpotentes permettent parfois de conclure

0 1

frés vite (exemple classique : résoudre X2 = ( )).
0 0

Signalons enfin (voir plus tard) qu’une solution

de I’équation exp(X) = M commute nécessairement
avec M.

m THEOREME DE

HAMILTON

Théoreme 3 : de Cayley-Hamilton

Le polynbme caractéristique est un poly-
néme annulateur.

CAYLEY-

Exemple
E5— Sin=2, A2=(trA)A— (detA)I,.

m POLYNOME MINIMAL
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On suppose E de dimension finie n. Remarque
R12- Donc [[ (X-2A) divise m, qui divise yy.
Propriété 9 : Idéal annulateur AL
i R R13- yy ef my, onf les mémes racines mais pas neé-
L'ensemble des polynébmes annulateurs de cessairement les mémes multiplicités.
u e Z£(E) (respectivement de A e .,(K)) est un Exemple : avec y;, = (X— 1" et 1, =X 1.

idéal de K[X] non réduit & 0k x appelé idéal

annulateur de u (respectivement A). W= i ESIEEINets SINRE), e 26 = 7

La réciproque est fausse : si A = (J}).
xa = X% donc 7 € {X,X?} et comme A # 0,

— v2 —
Définition 2 : Polynéme minimal Ta=X"= XA
On appelle polyndme minimal de u (respec-
fivement de A) I'unique générateur unitaire de
cef idéal. On le notera z,, ou parfois , (respec- Propriété 14 : Caractérisation 8 de la diagonali-

fivement 4 ou parfois u,). sabilité

u est diagonalisable si et seulement si son
polynéme minimal est scindé simple si et seule-

Remarque )
. - , mentsim,= [] X-2).
R7 — Pas de nofation officiel, on le note parfois p, ou AeSpu
Ba. (Idem avec les matrices)
R8 — La définition est licite car K[X] est un anneau
principal.
R9 - {PeK[X], P(w)=0}= (my) =7, K[X] : m, est donc Propriété 15: Polyndbme minimal d’un endo-
le polynéme annulateur unitaire non nul de de- morphisme induit
gré minimal.

Si F est stable par u, ur I'endomorphisme in-

R10 - P(u) =0 si ef seulement si 7, divise P. . < |
duit, alors n,,,, divise m,,.

R11— Si P(u) =0 et degP < degm,, alors P =0.

Propriété 16 : Caractérisations 2 et 3 de la trigo-

nalisabilité

Propriété 10 : Invariant de similitude u est trigonalisable si et seulement si u est an-
nulé par un polynéme scindé si et seulement si

Si A est une matrice représentant I'endomor- " o D
son polynédme minimal est scindé.

phisme u, alors w, =7 4.

Propriété 11 : Base de K[u] et K[A] v Méthode 5 : Déterminer le polynéme mi-
nimal

m Par définition, le polynéme minimal est le po-
lyndme annulateur unitaire de degré minimal.

Si d = degm, (respectivement d = degn »). alors
(idg, u,...,u?"1) est une base de Klul (respective-
ment (I, A,..., A%1) est une base de K[Al).

m Si on connait un polynédme annulateur, le po-
lyndme minimal est I'un de ses diviseur.

Propriété 12:Le polynébme minimal divise le m Avec le polyndme caractéristique, c’est en-

polynéme caractéristique core plus précis : celui-ci est un polyndme an-

nulateur par le théoréme de Cayley-Hamilton,

Le polynéme minimal divise le polyndéme ca- mais on sait aussi que les racines du polynéme

ractéristique. En particulier, il est de degré au caractéristique sont exactement les mémes

plus n. que celles du polyndme minimal : les valeurs
propres.

m |l suffit donc de déterminer I’'ensemble des po-

> ) R = lynémes divisant le polynéme caractéristique
Propriété 13 : Racines du polynédme minimal et ayant les mémes racines (mais des multipli-

L , a VNS nimal ¢ cités inférieures ou égales) et de déterminer
= ielaini=s CIU | Alnein(E Nt Seini 2. celui de degré minimal qui est un polynéme

tement les valeurs propres. annulateur.
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Exercice 6 : CCINP 91

Corollaire 3 : Décomposition de Dunford (HP)

Si u est frigonalisable, on peut trouver d dia-
gonalisable et n nilpotfent fels que u=d+n et

Exercice 7 : CCINP 88 nd = dn.

Remarque

m SOUS'ESPACES CARACTER'S' R16— On peut méme montrer que d et n sont

uniques et sont des polyndmes en u.

TIQUES On parle de décomposition de Dunford (voir
D).
Définiti 3.8 téristi R17 — C’est frés intéressant pour calculer les puis-
efinifrion 1 d0Us-espaces caracteristiques sances de u.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension fi-
nie, et soit ue £ (E). On suppose y, scindé :

p
Xu=[1X -2
k=1

ou les A, sont les valeurs propres deux a deux
distinctes de u et les my. (leurs multiplicités) sont
dans IN*.

On appelle sous-espaces caractéristiques
de u les sous-espaces

Fi(u) = Ker ((u— Axidp) ")

pour k€ [1, p].

Remarque

R15— A ne pas confondre avec les sous-espaces
propres Ex(u) = Ker (u— A idg) !

Propriété 17 : des sous-espaces caractéris-

tiques

Avec les mémes hypotheses et notations,
() Chaque Fi(u) est stable par u.

4
(i) E= @D Fr(w).
k=1

(i Yke[1,p], Er(w) < Fxr(w.
(iv) Yke[1,p], dimFy(u)=my.

Théoréeme 4 : Réduction par blocs

Si xu est scindé, il existe une base de E dans
laquelle la matrice de u est diagonale par blocs,
chaque bloc éfant triangulaire supérieur & coef-
ficients diagonaux égaux.

Si ya est scinde, A est semblable & une ma-
frice diagonale par blocs, chaque bloc éfant
friangulaire supérieur & coefficients diagonaux
€gaux.
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