MPI Lycée Leconte de Lisle — La Réunion
Denombrabilite, familles sommables

'Vrai ou faux)

1. Toute partie de IN qui n'est pas en bijection avec IN est finie.
Q? est dénombrable.

R x Z n'est pas dénombrable.

A 0N

(z,) e € CN est sommable si et seulement sila série Zzn est absolument convergente.

5. Siune série converge, toute série obtenue en permutant ses termes converge.

1. Dénombrabilité

@ Montrer que N (suites presque nulles, donc nulle & partir d'un certain rang) est dénombrable

mais pas ININ,

@ L'ensemble des nombres complexes de module 1 est-il dénombrable 2

L’ensemble des racines de I'unité (i.e. I'ensemble des z dans C tels qu'il existe n € IN vérifiant
z"=1) I'est-il ¢

Solution de 2:
L’ensemble des nombres complexes de module 1 distincts de —1 est en bijection avec |-, n[, donc
avec R, donc n'est pas dénombrable. L'ensemble des racines de I'unité, réunion dénombrable
d’ensembles finis, est fini ou dénombrable, et n'est pas fini, donc est dénombrable.

@ On dit gu'un nombre complexe est algébrique lorsqu'il est racine d'un polynéme non nul &

coefficients entiers. Montrer que I'ensemble des nombres algébriques est dénombrable.
Il'y a donc beaucoup de nombres transcendants.
Indication : on pourra commencer par s'intéresser a des polynémes « pas trop gros ».

Solution de 3 :
Soit 4, , I'ensemble des racines des polyndmes non nuls de degré < n dont les coefficients sont
des entiers compris entre —p et p. A, , est fini (on a un nombre fini de polynémes, chacun ayant
un nombre fini de racines). Or I'ensemble des nombres complexes algébriques est

et donc, réunion dénombrable d'ensembles finis, est fini ou dénombrable. Comme il n'est pas fini
du tout...

@ Monftrer que I'ensemble des extractrices n’est pas dénombrable.

Peut-on dire que I'ensemble des suites extraites d'une suite donnée n'est jamais dénombrable 2
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Solutionde 4 :
Argument diagonal de Cantor.
Sinon, on numeérote ¢4, ¢,,... les extractrices.
Et on pose y strictement croissante telle que pour tout n, Y(n)# ¢, (n) qui est distincte de toutes
les autres.

2. Familles sommables

@ Montrer que la famille (u,,),ez de réels positifs est sommable si et seulement si Z u, et Z U_j,

nelN nelN
+00 +00
le sont ef, lorsque c’est le cas, Z u, :Z u, +Z U_y.
nez n=0 n=1

Solutionde 5 :

n n
En effet, si la famille est sommable, alors les sommes partielles Z“k et Z”—k sont majorées et
k=0 k=1

n n n
comme les séries sonta termes positifs, elles convergent. De plus Z Uy +Z U = Z up < Z Uy

k=0 k=1 k=—n keZ
+00 +00
donc z un>z un+z U_p.
, N7 n=0 n=1 , . NV .
Réciproquement, si les deux séries sont convergentes, alors pour tout I ensemble fini, il existe
+00 +00
n tel que I c[—n,n] et donc Z u, est majoré par Z u,+ » u_, donc la famille est sommable et
nel n=0 n=1

+

o +00
IR IWINS W
n=1

nez n=0

2 4

est sommable ef, en utilisant £(2) = % et (4) = T

1
@ Montrer que la famille (— 90’

m2n?2 )(m,n)e(]N*)Z

calculer les sommes

1 1 1
I Z man2 2 Z man2 3 Z man2
(m, me(N+)2 (m, n)e (N2 (m, n) e (N
mln mAn=1

Pour quelles valeurs des nombres complexes a et b la famille (u’"b”)( est-elle sommable ¢

m,n)eIN2

Calculer alors sa somme.

+00

1
. . n+p . _ n
En utilisant la famille (x )(n,p)elNz' montrer que, si |x| <1, —(l—x)2 —Z(n+ x”.

n=0
Résultat qui s’obtient plus naturellement par utilisation des séries entieres.

@ Les familles suivantes sont-elles sommmables sur Z 2 Si oui, calculer leur somme.
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2In|

n ei”x 4. 2n—2|n|
. (n2+1)n€Z 2. ( 1 ) 3. ( ) ( )neZ
neZ nez

m Démontrer que, si x est élément de [0,1],

+00

xn t (_1)pxp+1
Z 1+xn _Z 1—xp+!
n=1 p=0

Solutionde 10:
Comme x €[0,1[, pour tout n€IN on a x" €0, 1[, ce qui autorise I'écriture

oo +00 [+00

— _1\P n(p+1)
2T~ 2| &
n=1 n=1 \ p=0

On pose alors, pour tout (n,p)e N, x N,
Upp= (_I)Px”(P'H)

et on montre la sommabilité de cette famille (en n’oubliant pas les valeurs absolues!), ce qui
permet d'intervertir et d’obtenir le résultat.

1 -4k
Pour tout neN, on pose u,=—>» —.
2n &= k!

1. (a) Ecrire Z u, comme le produit de Cauchy de deux séries absolument convergentes.

(b) En déduire que la série Z u, converge et calculer sa somme.

k

. 4% .
2. Pour tout (n, k)N, on note a,  le réel valant 2Kl Si k< n et0sinon.

+00
A I'cide du théoréme de Fubini, montrer que (Ak,n)n,penz €5 sommable et retrouver Z U,.

n=0
@ Mines

. . , . 1
Discuter, suivant les valeurs du réel a, la sommabilité de (

puis celle de (—)
(M2 +n2)2 ) ez

(m + n)a )(m,n)EINE

Solution de 12 : Mines
Pour la premiéere, I'intfroduction de la partition définie par les

Jp={(m,n); m+n=p}

est judicieuse, et mene assez rapidement au résultat : la famille est sommabile si et seulement si
a> 2. Pour la deuxieme, la méme idée (considérer les

I, ={(m,n); m2+n2:p}

n'est pas efficace (quand I, # @, on ne sait pas frop bien évaluer son cardinal, ce n'est pas qu'iln’y
ait pas de résultats mais ils ne sont pas facilement a notre portée). Onreprend donc les démarches
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classiques : pour tout m > 1, —_
Zn: (m2+n2)a

série de Riemann). Supposons dorénavant que ce soit le cas. On peut encadrer alors

converge si et seulement si a > 1/2 (comparaison & une

i 1
= 2 Gy
n=1
par deux intégrales, on en déduit que »_s,, converge si et seulement si a> 1.
0o
On rappelle la définition de la fonction ¢, classique mais hors programme g“(s):+ %
n=1
@ Mines
Démontrer que les deux séries Z( )— 1 et Z( Dk )— 1 convergent, et calculer leurs

k>2 k>2
sommes.

Solution de 13 : Mines

+00

1 . -

Remarquer que {(k)—1= Z — et utiliser Fubini.
= n

Pour fout élément p de IN*, on définit J, = {(m,n) € N* x IN*, mn = p}.

n
Utiliser la famille (J,) pour démontrer (4’(‘9))2 :Z—’Z ou s est un réel strictement supérieur a 1, n,,
p=1
désignant pour tout p le nombre de diviseurs de p.

Solution de 14 :
1
()

On considére la famille

qui est, si s > 1, facilement sommable, de somme (s)? (c'est une « famille produit »). Mais d'autre
part, {J, ; p =1} forme une partition de (IN*)?, qu’on peut utiliser pour sommer la famille. Le résultat
se trouve alors sans difficulté a condition de noter que n,, est le cardinal de J,,.

@ Soit s > 1.

. Montrer que la suite double (275"375")
notera S.

est sommable. Calculer sa somme, que I'on

(m,n)eN2

+
1
2. On suppose s> 1. Montrer que S< Z s

5—1

3. Onsuppose s> 1. Montrer que S >Z R

4. Montrer que la suite triple (2‘”‘13‘3"25 $713) est sommable. Calculer sa somme, que

I'on notera S;.

(ny,12,n3)€N3
+00
5. On suppose s> 1. Montrer que S; < Z P

7—1

6. On suppose s = 1. Montrer que S >Z R
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1 +00
=) —oUu2
1_p—s ns

n=1

7. Pour s > 1, étendre les résultats précédents et justifier la formule l_[
peEP

désigne I'ensemble des nombres premiers.

. . . 1
8. Pour s =1, étendre les résultats précédents et montrer que Z — =+o00.
peEP

Solution de 15 :

1. Montrer que la suite double (27375")
notera S.
Définissons, si (m, n) e N2,

est sommable. Calculer sa somme, que I'on

(m,n)elN2

um,n — 2—3}’”3—5}1

La famille (umn)(m e €T & termes réels positifs. On peut lui appliquer le critére de somma-

bilité des familles produits (voir plus haut), mais il n'est pas explicitement au programme, et
de toute facon est suffisamment simple pour qu’on le retrouve a chaque fois. On dira donc,
par exemple :
e Pour tout meN, Z U, CONVerge (car0<3—=<1), et

n

+00 1
O =Dt =2"" T

n=0

° Zam converge, et
m

+000 B 1 § 1
Z M 1—2-s " 1—3-s
m=0

On a donc la sommabilité, et la somme

2. On suppose s> 1. Montrer que

e

=1

L'application ¢ : IN? — IN, définie par ¢(m, n)=2" x 3" est injective (arithmétique...). Notons
¢(IN?) =1 (I est I'ensemble constitué des entiers naturels non nuls qui ne sont divisibles par
aucun nombre premier > 3). Alors
1
S:ZF

(c’est une consequence de la commutativité de la sommabilité). On en déduit, comme
I cIN*, le résultat.

3. On suppose s = 1. Montrer que
5—1
1
S>kZ;F

Ici, en reprenant les notations précédentes, il suffit de remarquer que [1,5—1]c 1.
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4. Montrer que la suite friple (271375"2575"%)

(1.5 m )N est sommable. Calculer sa somme, que

I'on notera S;.
On considere par exemple, pour p € NN,

I, ={(ny,ny, p) 5 (my, n,) € IN?}

+00
Il est assez clair que U I, =IN° et que les I, sont deux a deux disjoints. Or, pour tout p, d’apres
p=0
1., la famille (275m373m57") est sommable, de somme

(ny,n2,m3)€l,

1 1
X
1-2-s 1-3s

_E—Sp
Up—5 X

Or Zp o, converge (car 57° €[0,1[), donc par théoreme de sommabilité et sommation par
paquets, la « suite triple » est sommable, de somme

1 1 1
X

Sg = X
1-2—s 1-3— 1-5—%

. On suppose s> 1. Montrer que
. On suppose s = 1. Montrer que

Méme raisonnement que plus haut, en considérant cette fois
¢3 . IN3 — IN*(nl, ny, n3)2n13n25n3

qui estinjective, et en notant I; son image, qui est une partie de IN* contenant [1,7—1] puisque
L est I'ensemble des naturels non nuls qui ne sont divisibles par aucun nombre premier > 5.
. Pour s > 1, étendre les résultats précédents et justifier la formule

1 =1

I_I 1—p-—s - :1;

pEP n

ou 2 désigne I'ensemble des nombres premiers.

On écrit Z ={p; ; k€ IN,} avec p; < pr41 (Quirement dit on numérote I'ensemble des nombres
premiers par ordre strictement croissant). Une récurrence sur N montre (méme preuve de
I'nérédité que le passage de 2 a 3, avec seulement des notations un peu plus pénibles) que
la famille

—sm —Sny ... —sny
(2 x3 X+ X Py

est sommable, et que sa somme vaut

M-
Sy = s
k=1 1Pk

Et on a de plus

— <SSy <Y —
k=1 ks k=1 ks

ce qui, par théoreme d’encadrement, montre la formule demandée.
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8. Pour s =1, étendre les résultats précédents et montrer que

PR

pEP p

On a encore le droit d'écrire (les familles considérées ci-dessus sont sommables pour tout
s > 0, pas seulement pour s > 1, car ce sont des familles produits de termes généraux de
séries géométriques de raisons dans [0, 1[)

-1

pPN+1—1 1 N 1
k=1 1~ Pk

—<
k
k=1
Par divergence de la série harmonique,

N

1
— 400

—_ -1 —
k:ll pk N—+00

Appliquant le logarithme, la série Zln(l— 1/p,) diverge. Et
&

1 1 . . . 1
ln(l— —) ~r—1+00 ——. C€ qui donne bien la divergence de Z —.
Px Pr T Pk
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