Centrale 2015 MP Maths 2

| Représentation intégrale de sommes de séries

1 1 1 . , . . \
I.LA.1) a, = o +ln(1—;) = O(ﬁ) est un Crerme général de série convergen’re) par comparaison a un

terme général positif de série de Riemann convergente car 2> 1.
Remarque : question étrangement posée car correspondant & un résultat du cours conséquence d'une
comparaison série-intégrale maintenant hors-programme.

+00 1 )
I.A.2) Notons ¢ = Zan. Comme pourtout n=2, a, = - —Inn+In(n—1), par télescopage,
n=2

Zak—Z——lnn—i—lnl—Hn—l—lnnzé—i-o(l),

H,
donc@nzlnn+€+l+o(lgef ~——1:| H,~Inn.
n n—+oo

Inn , . .
o +”1)r ~ =0, serie classique de Bertrand.
n

. H, 1 . , s .
Sir>letl<ax<r, alors = o[ — | par croissances comparees, donc par critere de Riemann et
n

(n+1)r

comparaison de séries a termes positifs, Z

I.B - On a alors

n
converge.
(n+1)r 9
Inn

Sir<letn>2 o > P > 0 donc par critere de Riemann et comparaison de séries a termes positifs,

Z H diverge.
(n+1)r

. H, . .
Finalement, Z ﬁ converge si et seulement si r > 1.

I.C.1) Voir cours.
In(1— 1)

I.C.2) Par produit (de Cauchy), t ——

comme la fonction n'est pas définie en 1, on ne peut de toute facon pas faire mieux), et pour tout 1 €]—1,1],

_In(1-1) s 1
T cht ouU pour tout n e NN, Cn_zakbn—k avec ak_Ech;éO(vu le DSEde t — —In(1—1¢)) et 0

n=0 k=0

est développable en série entiere sur ]—1,1[ (au moins, mais

. 1 1 _In(1-1¢)
sinon et b =1 (vu le DSE de > —), donc C”:;E:H” (avec ¢ =0), donc | ———~= ZH t"

. 1 .
I.D.1) Soit (p,q) € N2. La fonction ¢ — ¢?In? ¢ est continue sur ]0,1], et |ﬂ’ln‘7 t| = —) par croissances

rgo(ﬁ

comparées, donc par comparaison de fonctions positives et par critére de Riemann (1/2<1), t — tPIn? ¢

est intégrable sur 10,1] et (M existe b|en)

p+l

t
[.D.2) On integre par parties, ¢t —
) integre par parti ol

et t — In’t étant de classe €' sur 10,1] et on obtient la formule

demandée.

1.D.3) On fait tendre & vers 0, par croissances comparées on obtient P 1n? ¢ — 0 et par définition d'une
intégrale généralisée et unicité de la limite, on obtient la formule demandée.
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donc
0

q(g—1)---1 (=1)7q! [ tP*!

(p+1)(p+1) P°~ (p+1)

.D.4) On a alors par récurrence I, , =(—1)7 P

hérent pour g =0).
I.E - On utilise un théoréme d'inversion série-intégrale (intégration terme a terme) par convergence N;.
Soit r e IN* et pour tout neN, f,:t €]0,1[— a,t"In"" ¢.

H1 Par définition de f, 3. f, converge simplement sur 10,1[ vers f : ¢ — In""" ¢ f(¢) (dont le programme ne
demande pas de préciser qu’elle est continue par morceaux sur 0, 1[, une fonction développable en
série entiére étant de classe €°°.)

H2 Pour tout neN, f, estintégrable sur ]0,1[ vu la question I.D.1. (avec n,r—1€NN).

1 1
H3f |£,(2)| dtzlanlf t"Int|"tde = (1) ap,| I,y = (r —1)! 4] d’aprés 1.D.4.
0 0

(n+1)r
1

Donc, vu I'hypothése d'absolue convergence, ZJ |fn(t)| dt converge.
0

On peut donc intervertir série et intégrale sans probléme de convergence, et obtenir

1 +00 rl +00
fln’%‘f(t)dtsz ant"ln”ltdtzz%ln_,_l
0 0

n=0 n=0

1 +00
r—1 —(— r=lr. 1\ ap
donc fo In" ' ¢ f()de =(=1)""\(r 1).;(n+l)r.
In(1—
I.F.1) On applique la question précédente a f:t—— ni 9 DSE sur ]—1,1[ de suite de ccefficients (H,),,

d'aprés |.C (quitte a poser Hy =0), avec r =2 pour avoirla cgnvergence (absolue mais tout est positif ici) de

r—1

Z H, d'aprés |.B et le résultat de la question précédente multiplié par ( nous donne directement

(n+1) (r—1)
la formule attendue.

I.F.2) On effectue une intégration par parties dans 'intégrale de droite, avec t —In""'t et t — (In(1—t))
de classe 6! sur10,1[, avec 0<e<a <1,

“ Int In(1—0))?]" r—1 (“In"2¢
f LI P IR ML ) ] + L f 2 (n1- ) dr
. 1—1¢ 2 2 £ ¢

&

Y
=In""" ,9—(ln(1 &) —In
2 2 2

2 a r—2
1, (In1=a) +r‘1J P - )7 e

(In(1—e¢))? €*In"'e

avecIn'e 5 S — o 0par croissances comparées et, avec a=1—h,
£
In(1—a))? I’k (=1)"hlIn’h
IR CnlC) M PR O ) —0
2 2 2 a—1

car r—1> 0, toujours par croissances comparées.

In(1—¢))* In(1—a))* 'In" 2t
(nQ—¢)” . (n(l—a) 0, | =—"(n(1—1)?dr converge et
(@e-10)  fo ¢

Ainsi, In" e
2 2

G S i ey )
S"z(r—z)!fo — (In(1— 1) dr.
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0, 2 1,2
1 1 1 In“ ¢
S,=—= - xdx donc| §,== - dr.
2 1—x 2 ), 1—¢

1, 2
1 In“(1—
|.F.3) Directement, S, = Ef udt, puis, avec le changement de variable x =1—1t (6! et bijectif),
0

1 +00
Cela nous incite a utiliser de nouveau la question .LEavec f:t— ——=)» t"sur]—1,1[ tel que _—
q frtm— ZO J-1,1[ tel que > T

converge absolument car a terme positif et par critere de Riemann, ce qui nous donne directement

1 +00
dt 1
1 t—:—122!§
L n 1—t =1 n:O(n+1)3

+001

soit encore| s, :Z — =7(3).

n=1

L'intégration terme a terme se justifie aussi par le fait que I'ait affaire & une série simplement convergente
de fonctions & valeurs positives.

Il La fonction

IILA.1) Soit x > 0. La fonction r— e ' t*~! est définie, positive et continue sur ]0,+o0].
1 . . .
e ¥l o t*lett— 1= P est intégrable sur 10,1] (fonction de Riemann avec 1—x < 1).

Donc, par critere d'équivalence pour les fonctions positives, r— e~ t*7! est intégrable sur 10,1] . (%)

.. 1
De plus, t2e t¢t*! TO' donc, pour t au voisinage de +oo, e~ !t} :o(ﬁ).
—+00

1 s . . s
Ort— ) est infégrable sur [1,+00[ (fonction de Riemann intégrable).
Donc t+—— e ‘¥ est intégrable sur [1,+00[. (xx)

Donc, d'aprées () et (xx), G — e 't*1 estintégrable sur ]0,+oo[)

II.A.2) Soit x >0 et a> 0. Par changement de variable u=ar de classe ¢! bijectif de 10,+o0[ vers ]0,+o0[,

+00 +oo
1 u*>-1 _ du . . L
f t* e de e’rf (—) e “— ont méme nature, donc | convergent | par la question précédente,
a a
0 0

+00 T(x)
et sont égales : f t* e dt = e
0

I1.B.1) Soit x >0 et y >0. La fonction ¢ — t*7}(1— )’ est définie, positive et continue sur 10, 1[.
1 .. 1 . .
1=yt o et 1= pri est intégrable sur ]0, 5] (fonction de Riemann avec 1—x <1).
Donc, par critéere d'équivalence pour les fonctions positives, (x) t — t*~1(1— )7~ est intégrable sur |0, S|
1 L 1 . o
Deplus, t*1(1—t)! ~ (1—t)Plett—(1—t) 1= FppaTE” est intégrable sur [5’ 1[ (fonction de Riemann

t—1- (1—1)
avec 11—y <1).

Donc, par critere d'équivalence pour les fonctions positives, () r — t*71(1—1)Y~! est intégrable sur > 1

D'aprés (x) et (xx), £ — r*71(1—1)¥~! est intégrable sur ]o,1[, donc (ﬂ(x,y) est bien défini)

I.B.2) Le changement de variable, licite, u=1—r donne directement @(x,y) =ﬁ(y,x))
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II.B.3) Soient x >0 et y >0. On cherche & démontrer que x(B(x,y)—B(x+1,y))=yp(x+1,y). Or

1 1
x(ﬂ(x,y)—ﬂ(x+1,y))=xf (l—t)t“(l—t)yldt=f xt*\1—t) de
0 0
Soit0<a<b<1.Comme t— t* et r—(1—1)” sont de classe ¢! sur 10,1, par intégration par parties,
b b b
f xt* ' (1—e)de=[r*1—1)7"], +yf t*(1—1)'dt

b .
avec [1*(1—)71] ) =e*InbHy=Nn(=b) _exina+ly-Din(i-a) qui tend vers 0 lorsque a — 0 et b —1 donc

x(B(x,y)=Px+1,)=yBx+1,y)

et ﬁ(x+1,y)=ﬁ/5(x,y).

Autre rédaction possible (calcul dans I'autre sens) : on part de B(x+1,y)= | t*(1—¢)Y"'dr et onintégre

0
par partie (en se placant sur un segment) en dérivant ¢* et primitivant (1—¢)?~!. On obtient alors

1 1
ﬂ(x+1,y)=ff t"‘%l—t)ydr:ff P -0 (-0 de = > (Blx, 1) = Blx +1,y))
Y Jo Y Jo y

ce quiredonne bien le résultat attendu.
I.B.4) Soient x >0 et y > 0. en utilisant la question précédente et la symétrie vu en question 11.B.2,

X
ﬁ(x+1’y+1)=T)f—i—lﬁ(x’y+1):mﬁ(y+l’x):Ty-i—ly+xﬁ(y’x)
_ Xy
donc ﬁ(x+1,y+1)_(x+y)(x+y+l)ﬁ(x,y).
I(x)C(y)

II.C.1) Soit y:(x,y) e (]Rjj)z — bien définie d'apres ce qui a été admis sur la fonction T.

xyT(x)(y)
(x+y+1(x+y)X(x+y)
y vérifie la méme relation que celle montrée pour § & la question précédente.

Ainsi, pour tout x >0 et y >0, B(x,y)=r(x,y) si et seulement si B(x+1,y+1)=y(x+1,y +1).

[(x+y)

Alors, pourtout x>0et y >0, y(x+1,y+1)= d’apres la relation admise sur T, donc

Comme x+1>1ety+1>1, CI suffit donc de le vérifier pour tout x >1 et y > 1.

1 , . t
.C.2) u— 1+Lu = 1—1— est bijectif et de classe ¢! de 10,+o0[ sur 10,1[ (de réciproque t — :) donc,

1 +00 x—1
par changement de vorloble mf (1+ S (122)2 = f uitwd” qui est donc
0

bien convergente.
II.C.3) Par continuité et théoreme fondamental de I'analyse, F, , existe bien.

t
u>0,e " u , it | et uY  du [ , joré imi
Comme pour tout u>0, e “u*V1>0, F, , : ¢ “u**’~1du est croissante, donc majorée par sa limite
0

en+oo quiestT(x+y): G teRt, Fx,y(t)<r(x+y))

I1.C.4) On applique le théoreme de continuité sous le signe intégrale, a x et y fixés.
x—1
Soit g :(a, u) e R*x]0,+00[— WFM,((I + u)a).
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H1 Pour fout u €]0,+00l, a — g(a, u) est continue par opération (et car F, , I'est).
x—1

H2 Domination Pour tout (u,a) €]0,+00[xR*, |g(a, u)| < ¢(u) = I(x + y) d’aprés la question précé-

u
(1 + u)x+y
dente, avec ¢ indépendante de u (x, y sont fixés), confinue (par morceaux), positive, intégrable sur
10,+oo[ d'apres I1.C.2.
(Le programme ne demande pas de préciser que pour tout a € RY, u — g(a,u) est continue (par
morceaux) sur ]0,+oo[ par opérations (et car F, , I'est).)

On en déduit que (G est bien continue sur IR+)

I1.C.5) On applique le théoreme de convergence dominée, toujours a x et y fixés.

x—1

H1 Pour tout u €]0,+00[, g(a, u) oo (14 )™ I[(x+y)=¢(u).

(Le programme ne demande pas de préciser que pour tout a € R*, u — g(a, u) est toujours continue
(par morceaux) sur ]0,+o00[ et ¢ continue (par morceaux) sur ]0,+00l.)

H2 Domination Exactement la méme que dans la question précédente.

On en déduit que (G(a)ml"(x+y)/5(x,y9 car Fx,y(t)m’ I(x+y).

II.C.6) Soit [¢,d] un segment inclus dans R}. On applique le théoreme de classe 6! sous le signe intégrale,
toujours 4 x, y fixés.

H1 Pour tout u €]0,+00[, a— g(a, u) est de classe 6" sur[c,d] par opérations (principalement parce que F, ,

I'est), et
x—1

ag . u —(1+u)a x+y—1 x—1_—(1+uw)a ,x+y—1
%.(a,u)»—%l+u)me + (14 u)a) ty=l = ye-lemitua g xty
L . 0 .
(Le programme ne demande pas de préciser que pour tout a €[c,d], u— %(a, u) est continue (par
morceaux) sur 0,+oo[ par opérations.)
H2 Pour tout a €[c,d], u— g(a, u) est intégrable sur ]0,+o00[ comme déjd vu en II.C 4.

0
H3 Domination Pour tout (a, x) €[c, d]x]0,+o0], %(a, w)|<yY(u)=uletegxy—lcarl+u>0et x+y—1>0.

Y est continue et positive sur [0,+oo], intégrable sur 10,1] car prolongeable par confinuité et sur [1,+00[
1 . p
cary(u)= o (—) par croissances comparees.
u—+oo \ y2

On en déduit que (G est de classe 6! sur fout segment [¢,d] c R}, donc sur IE{:) et pour tout a > 0,

+00
G/(a):J ux—le—(l+u)aax+y—ldu'
0

+00
. I'(x . .
II.C.7) Soit a > 0. On a alors G'(a) = a*" e ™ u et du = a“y‘le‘“—((lx) d'apres la question I.A.2,

0
donc (G’(a) = ay‘le‘“l“(x))

I1.C.8) On a pour tout a >0, par théoréme fondamental de I'analyse et vu les questions précédentes que

Gla)=GO)+ | G'(t)dt=0+| ' e 'I(x)dt —— TI().

0 0
Or vu la question II.C.5 et par unicité de la limite, T(x)I(y) = B(x, y)T(x + y). On a ainsi démontré la relation

(#) pour tous x>1 et y>1 et vula question II.C.1, 692) est valable pour tous >0 et y > 0)
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lll La fonction digamma

llLA. Soit x > 0. En dérivant la relation admise I'(x +1) = xI'(x) (la dérivabilité est aussi admise), on obtient

I"(x+1)=T(x)+ xI"(x) ce quidonne Y(x +1)= %&S/m ce qui donne [w(x +1)—y(x)= i]

I(x)(y)
I(x+y)

sur Rf. Donc G)our tout x>0, y — B(x, y) est bien dérivable sur ]Rj:)

l.B.1) On a pour tous x>0 et y >0, B(x,y)= avec T dérivable et a valeurs strictement positives

On obtient, en dérivant par rapport d y >0 a x > 0 fixé que

p e T+ y) =Ty (x+y) _ TOO) (T'(y) T'(x+y)
H(x,y)—l“(x) T(x+y)? S T(x+y) ( )

ad
donc %(x, ¥)=Bx, y) (Y (y)—y(x+y)).

l.B.2) Soit x>0.Si0< y <y’, alors pour tout t €]0,1],

tx71(1 _ t)yfl — txfle(yfl)ln(lft) > txfle(y’fl)ln(lft) — tx71(1 _ [)y’fl

donc par croissance de l'intégrale, B(x,y)> B(x,y’) et Q — B(x,y) est décroissante sur IR:)

l1.B.3) Comme par ailleurs, par positivité de I'intégrale, § est positive, on déduit des deux questions pré-

cédentes que pour tous x>0 et y >0, Y(y)—yY(x+y) <0 puis que @ est croissante sur IR:)

l.C.1) Soit x >—1 et n>1. Avec lll.A puis par télescopage,

Z(%— kj_x)zZ(¢(k+1)—zp(k)—w(k+x+1)+1,Lf(k+x))=l,b(n+1)—¢(1)—¢(n+x+1)+1/1(1+x)

k=1 k=1

donc ¢(1+x)—w(1)=¢(n+x+1)—¢(n+1)+2(l— ! )

lI.C.2) Soit n>2, x >—1. Par croissance de v (lll.B.3) on a déja 0<y(n+x +1)—y(n) (Qvec x+1>0). Puis,
toujours par croissance, comme x < p,

n+p n+p 1 n+p 1 p+1
Yo+ x+ D)= (m) <ylnt p+D)=1p(n)= Y (Ylk+D=ypk) = > o = Hyp=H < 3 — =
k=n k=n k=n

par télescopage et la question lIlLA.

. +1
Finalement, 0<zp(n+x+1)—¢(n)<H,,+p—Hn,l<pn j

l.C.3) De la question précédente, on tire par encadrement, a x fixé, que Y(n+ x +1)—y(n) —— 0 et

n—+0oo

comme Y(n+1)—y(n)= % —0,onaaussiYy(n+x+1)—y(n+1)——0.

n—+0oo

. &Sl 1
En faisant n — +oo0 dans la relation de la question IlI.C.1, on fire 1/;(x+1)—1/;(1)=2(;— n+x), la
n=1

convergence de la série étant assurée par la limite ci-dessus.
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1

1

l.D.1) Soit, pour n=2, g, : x €[—1, +oo[»—»—— i

On utilise le théoreme de classe €°° d’ une série de fonctions.
H1 Pourtout n>2, g, € €°°([—1,+00]).
H2 Zgn converge simplement sur [—1,+o00[ vu la question précédente.
(—1)k+1k! k! k!

<

n+x)k+l (n + x)k+1 (n_]_)k+l
de x et terme général de série convergence car k+1> 1, par critere de Riemann.
Donc Zg;") converge normalement donc uniformément sur [—1,+o00l.

qui est indépendant

H3 Soit k> 1. Pour tfout n>2 et x €[—1,+o0[, [g¥)(x }_

+0o0 +00 -1 k+1]€!
Alors Cg est de classe € sur [—1,+ooD et pour fout k=1 et x> -1, g¥(x) = ngl’“)(x) = ((nJBW
n=2 n=2

particulier ijc)(O) = (1)L (k+1)— 1))

l1.D.2) On applique I'inégalité de Taylor-Lagrange & g sur [0, x] avec x €]—1,1[, g étant bien de classe
6" sur [0, x] :

n (k) __nntl n+l +00 1

_Zg (O)xk <|x 0| Sup‘g(rHl)}g |x Z (n+1)! | |n+lz | |n+1
&kl (n+1! o (n+1)1 &5 (k—1)2 (k

= gb(0) )

<Z2)|x|"™ | et comme Z(2)| x| ———0pour x€]-1,1[, onen déduit que

donc Gf est bien développable en série entiere sur |—1, 1[)

l1.D.3) Vu les trois questions précédentes (et g(0)=0), on tire, pour x €]—1,1],

+00

Y1+ x)= w(1)+(1—#)+g(x)= YO 1——— S ) ) -1 "

1+x 1+x -
n=1

et comme 1"%_1:;(_1)%”’ on a bien ¢(1+x)=1p(1)+nZ:(—1)"“§(n+ 1)x".

IV.A. De larelation (22) on tire que I'on peut dériver g indéfiniment par rapport & chacune de ses variables,

donc (B (lire BEta majuscule!) est bien définie sur Rj) C'est aussi une conséquence de lIl.B.1.

Vu lll.B.1, en dérivant par rapport & y puis en évaluant en y =1, on fire, pour x >0,

B(x)= a—ﬁ(x, 1) (1) —(x+ 1))+ Blx, (' (D)= (x + 1) = Blx, V(s (1) =y (x + 1)) + (' ()=’ (x +1))
y

or ﬁ(x,l)zf t*dt =% d'oU [xB(x)z(ip(l)—lp(x+ D)) +(y/(1)—y'(x + 1)))
0

Comme y est un quotient de fonctions de classe €°° dont le dénominateur est strictement positif, elle

est de classe 4> sur R} donc vu la formule précédente, | B I'est aussi | par opérations.

IV.B.1) On applique le théoréme de classe €2 sous le signe intégrale.
Soit x>0, b:(t,y)€l0, 1[xR} — t* 11— )7~ = ¢x1ely= =0
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H1 Pour tout £ €]0,1[, y — b(t, y) est de classe 6?2 sur R} par opérations, et pour k € {1,2},

akb_ k ,x—1 -1
a—yk.(t,y)'—»(ln(l—t)) T (1—1) .

kb

(Le programme ne demande pas de préciser que pour tout y >0, t — a_yk(t’y) est confinue (par

morceaux) sur 0, 1[ par opérations.)
H2 Pour fout y >0, r— b(t,y) est intégrable sur 10,1 comme déja vu en I1.B.1.

H3 : Domination locale Soit k € {1,2}. (Pour k =1, on pourrait se contenter de I'intégrabilité, mais cela ne

coUte pas plus cher.)
k

b
oy

sur 10,1[, ¢(¢) o g1 Py 0 donc ¢ intégrable sur ]0,1/2] car prolongeable par continuité en 0 et

Soit a €]0,1[. Pour tout (z,y) €]0,1[x[a,+00], < (1) = [In(1—1)* t*'1—£)*! avec ¢ continue

=1y _lt)é intégrable sur[1/2,1] comme

fonction de Riemann, donc par comparaison de fonctions positives, ¢ I'est.

1
k a—1 __
cp(t)t . [In(1—2)*(1—t)* " = z01(—(1 t)ﬁ) avecl—a<é<1,donct—

2

1 1
. . L b
On obtient finalement qu’en particulier pour y =1, B(x)zf a—yz(t, 1)dt =f (In(1—1))? t* ' dr.
0 0

IV.B.2) On imagine pouvoir dériver sous le signe intégrale. On obtient, pour x>0 et peN,

1
BP)(x)= f (In(1—2)*(In¢)? t*tdz.
0

1

IV.B.3) Soit r 2 et x >0. BU2(x) =f (In(1—1)(In¢) 2 ¢*de.
0
Appliquons le théoréme de convergence dominée avec f:(x,t)— (In(1—t))*(Int) 2 1,

In(1— 1)y’ (Int) >
H1 Pour tout ¢ €]0,1[, f(x,t)=(n(1—¢))*(In¢) 2 el-Dint — (In( ))t (In?) =g(1)
(Le programme ne demande pas de préciser que pour tout x e R}, t — f(x, t) et g sont foutes continues

(par morceaux) sur 10,1[.)
H2 Domination Pour tout (x, £)€]0,+00[x]0,1[, | f(x, £)| <|g(t)| avec |g| intégrable vu la question I.F.2.

2 r—2
) (Int) dr—

. (=1)"2(r—2)s, |d'apres la question I.F.2.

1
In(1—
On en déduit que | B2 (x) Of (In(1—1)
X— 0

IV.B.4) En particulier, S, =
Mais par IV.A,

770(1"1‘)6)—1,0(1)(
X

1
— lim B(x).
2 x—0+

B(x)= Y+ x)— (1) —

w — V(M) =)=y ) =—y" ()

Y étant bien deux fois dérivable en 1 (elle de classe €°°).

—1\3
Mais le développement de lll.D.3 donne, avec A:s—y(1+ x), y”(1)=A"(0)= (1)2& d'ou @
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