CCINP Maths 1 MP 2016

Exercice 1:

+00
Supposons qu'il existe une fonction f: x — Zanx” développable solution sur ]—r, r[ oU r > 0 de I'équation

n=0
différentielle (E).
+00 +00
Alors, par propriété des séries entiéres, pour tout x €]—r, r|, f’(x):Znanx"_l et f(x) =Zn(n— Da,x" 2.
n=0 n=0
On a donc, pour tout x €]—r, 1|,
+00 +00 +00 +00 +00 +00 +00
xzz n(n—l)anx"_z—i—(xz—x)z na,x" ! +22anx" :Zn(n—l)anx" +Znanx"“—z na,x" +22anx"
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

+00 too
:Z(n(n—l)— n+2)a,x" +Z(n— Da,_,x"
n=0 n=1

+00
=2a, +Z((n2—2n +2)a, +(n—1a,_;)x"

n=1
=0
Par unicité des coefficients du développement en série entiére, comme r >0, on tire a, =0 et pour tout
1—n
nelN*, a,=———a,_,;, donc pour tout neN, a,, =0.
n (n_1)2+1 n—1 p n

Ainsi, Q n'y a pas d'autre solution DSE sur |—r, r[ avec r >0 que la fonction nulle)

Exercice 2:

Par sommation d'une famille & termes réels positifs, symétrie, puis somme double produit, dans [0,+0c0] ,
+

i+ j i i i1 Ei &1y <1\t 1 &y
> ;iﬂ]': Zzzilw'+ > 2i]+j:2 )3 (gxﬂ)zzgé;(i) :2;’1(5) 1—%24;’1(5)

(i, j)eN2 (i,))eN (i,j)eN? (i, j)eN2

, . N 1 .
Comme la série entiere an" a unrayon de convergence de 1 et > €]—1,1[, les sommes ci-dessus sont

. i+j
finies et ( ]) est sommable.
219 )i, jewe
+00 too
Ensuite, si f: x e]—l,l[Han"*l est la dérivée de F: x»—»Zx” = L, donc f:x— ! et pour tout
“— o 1—x 1—x)2
xe]—1,1],
+00
an"zxf(x): al .
n=0 (1_x)2
Ainsi,
+2’°n_1f(1)_ 3 _,
S22\ (myy
Finalement,
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+00
On peut aussi s’en sortir en sommant par paquets (sommation par diagonales : N? = |_|Dn avec
n=0

D, ={(i,n—1), i €[0,n]} de cardinal n+1) :

ny +00 n +00 ( +l) 1+oo 1 n—2 1 , 1 1 2
S a2 0] =3 (5)=

(i,j)EN2 n=0 i=0

Probleme : Fonctions Gamma et Digamma

I. Partie préliminaire

1. (a) Soit x €]0,+00[. La fonction h, : t+— e ¥ = e ¥ DIt g5t continue (par morceaux suffirait) sur
10,+o00].
, . . . P 1
Intégrabilité sur [1,+o0o[ : par croissances comparées, e 't* ' = o ﬁ)' On conclut donc par

t—+00
comparaison & une intégrale de Riemann convergente : f, est intégrable sur [1,+o0]. (Ici, pas
de condition sur x.)
Intégrabilité sur10,1]: e "t*! ~Ot"*1. Or (Riemann encore, mais pas au méme endroit), ¢ — t**
t

est intégrable sur 10,1] corjc >0, donc f, estintégrable sur]o,1].

Donc (hx est intégrable sur ]0,+oo[)

(b) Soit x €]0,+00]. La fonction h, est continue, positive, non constamment nulle sur ]0,+oo[, donc par

positivité améliorée (version intégrale généralisée), | Vx €]0,+oo[, I'(x)> 0)

Rix]0,400] — R

(1) e et On applique le théoréme de classe ¢! sous le signe inté-

(c) On définit h:‘
grale.
H1 Pour fout ¢ €]0,+00], la fonction x — h(x, r) est de classe €' sur R}, de dérivée
x— a(x, t)=Int-e 't¥ L.
(Le programme ne demande pas de vérifier que pour tout x > 0, la fonction ¢ — %(x, t) est

continue (continue par morceaux suffirait) sur ]0,+ool.)
H2 Pour tout x >0, la fonction h, : t — h(x, t) est intégrable sur ]0,+oco[ d'aprés la question 1.a.
H3 : Domination locale On domine sur tout segment : soit0<a<b. On a

—Int-e7t*! sior<1

oh
V(x,t)E[ﬂ,b]X]0,+Oo[ ‘E(x:t) ,ttb,1 sior>1

<¢m={

Int-e

ou ¢ est une fonction continue par morceaux, positive sur 10,+o0[, et intégrable sur [1,+00]

1 . , —t.a 1
carlnr-e“t?"1= o (—) par croissances comparées et sur 10,1] car —Int-e 't ' = o (—)
t—+oo \ f2 =0\ 1«

avec 1—a < a <1 par croissances comparées, donc intégrable sur 10, +ocol.

+00

Donc | T est de classe ' sur R! et F/:fo Inz-e'-r*dt.
0

2. On démontre que la série télescopique Z(Hn+1—Hn) converge.

1 1 1 1 1 , - L s

Ornz22, u,=H,,,—H,=———In[1+— |= —— |+ 0 — | somme d'un terme général de série té-
] n+1 nj \n+l nj n2

lescopique convergente et d'un terme général de série absolument convergente donc convergente

par comparaison d une série de Riemann convergent (4 termes positifs).
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Donc Z .1 —H,) converge, donc (H,), converge :| H,——7.

n—+o0Q

Il. Expression de la fonction Digamma a I'aide d'une série

3. (a) Lafonction In est concave (car dérivable a dérivée décroissante) sur R}, donc sa courbe se situe

sous la fangente en 1:
VteR!, Int<t—1

et donc G)our fout x=1—t<1, In(1—x) <—x)

Soit x>0ett>0.

« Sit>n,onabien0=f,(t)<e "t* .

. t\" AP b P
« Sit<n, alors o<f,,(t)=(1——) 7L = enIn(1=3) 2=l < g Xl = ot px L
n

Dans tous les cas, G< fut)y<e™ tx‘l)

n

(b) Soit x>0 et neIN*. On remarque quef (1— t - 1dt—f fa(t)d
0

On applique le théoreme de convergence dominée :
H1 Pour tout >0, & partir du rang n=Jz],

_t 1 _
fn(t)=e”1“(1*%)tx*1:e"( o)) gt _ o) e '—— f(t)=e """

n—+00
(le programme ne demande pas de préciser que f et toutes les f, sont continues (par mor-
ceaux) sur ]0,+00l.)

H2 Domination Comme vu & la question précédente, pour tout neN et £>0, |f,(1)| < f(¢) avec f
continue (par morceaux), positive et intégrable sur 10,+o00[ vu la question 1.a.

n

n
. t\"
Ainsi, pour’rou’rxe]o,+oo[,f (1—;) AN — et dr =T(x).
0

n—+00
0

1
4. (a) Soit x>0et nelN. La fonction u— (1—u)"u*"" est continue et positive sur10,1] et (1—u)"u ' ~ o

au voisinage de 0, avec 1—x < 1, donc par comparaison ¢ une intégrale de Riemann convergente,

u—(1—u)"u*"' estintégrable sur10,1] et (In(x) existe bien)

P
Soit n > 1. On procéde d une intégration par parties, u— (1—u)" et u— u? étant de classe ¢! sur
]0,1]. Soit > 0.

xlns
f(l Y u*tdu = [(1— ”7 f(l Y urdu=—1—e)" J(l )" u*du

puis, en faisant ¢ — 0, [I,,(x) = % (X + 1).]

(b) Soit x >0 et n€N. En utilisant la question précédente, on obtient

n(n—1) o n(n—1)---1
xR e e e )

I(x)= Z1,(x+1)=
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5.

6.

1 1x+n 1
(par récurrence finie). Or Iy(x+n)= | w*" 'du= = .
0 xX+n xX+n

!
Donc| I,(x)= e

n

l_[(x+k).

k=0

. 5 . . t t
(c) Soit x €]0,+00[ et neN. Al'aide d'un changement de variable u = - (avec ¢ — p de classe ¢! et
bijective de 10, n[ dans ]0,1[),

1

f (1_£)n tx‘ldt=nf (1—w)" (nu)*'du=n"I,(x)
0 n 0

n! n*

donc avec la question 3.b et la question précédente, | — — I'(x).
n—

[ [x+0)

k=0
Montrons la formule proposée dans I'énoncé : soit n > 1 et x €]0,+o0].

n
exH,, — (l_[ei> efxlnn 1
n
e
n e
k=1
. . 1 1~ X\ n T X\ _x
ce qui donne bien| — (1+—):e "l_[[(l-i-—)e k].
nx k k
k=1 k=1
n n
x+k
[Toro 75 n 1
_ — X X X x
On a ensuite =2 —— =— (1+—) = xe*h [(1+—)e7] —— —— d'apres la ques-
n! nx nx nx i k H k n—+oo T(x) P 9

tion précédente et en utilisant le fait que 1“_(x)7é0 (question 1=.b).

n—+00

n
Comme de plus xe*" —— xe’™ £0 (question 2.b), on en déduit que ( [(1 + —)e‘i]) converge, et
k n

+00
en notant l_[[(1+ %)e‘%] sa limite, on obtient par unicité de la limite
k=1

(a) La convergence simple de la série de fonctions provient directement du fait que pour tout x > 0,

X X 1
< — | ——== —
0 1n(1+k) = o(kz)

mais ce n'est pas ce qui est attendu ici.
Soit x > 0. La question précédente nous a donné le fait que

ﬁ[(1+f)e—%]_>;>o
o k n—+oo xT'(x)erx

donc par continuité du1n, ln( . [(1 + —) ek D = kzn;(ln(l + %)— %) converge, vers —In x—InT(x)—yx.
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(b)

(a)

(o)

Ainsi, | la série Z[ln(l + %)— %] converge simplement sur ]0,+o0[.
k>1

Vu la remarque de la question précédente, on a g: x ——Inx—InT(x)—yx de classe ¢ par opé-
rations vu ce qui a été montré en 1.c.
Mais il faut utiliser le théoréme de classe €' des séries de fonctions pour exprimer g’ sous forme

de somme de série. Soit pour k € IN*, g;. : x €]0,+00[— ln(l + %)— %
1.1 1
1+% k k+x Kk
H2 D'aprés la question précédente, ng converge simplement sur R} .
k=1

H1 Pour fout ke IN*, g, est de classe 4! sur R}, de dérivée g; : x —

- <2 quiest un terme géné
kk+x)| kk+x) Sk 9 9
ral de série convergente et ne dépend pas de x donc Zg,’c converge normalement donc
k=1
uniformément sur 10,a] pour tout a >0 donc au voisinage de tout point de R;.

H3 Soit a > 0, k € IN*. Pour fout x €0,al, |g;(x)] = ‘

On en déduit que Ges‘r de classe €' surR} | (ce que l'on avait déja) et surtout que

+00

1 1
our tout 0, g —= ||
pour tout x>0, g Hz(“ k)

Les résultats de la question précédente donnent alors, pour x >0,

(1 1)1 T(x)
0= ()= T

-1 (1l 1
donc W)‘T_”H(F k+x)'

+00 1 1
Parla question précédente, en télescopant, y(1)= _1_Y+Z(E - m) =—1—y+1donc| yY(1)=—y.
k=1

+00 too
Vu la question 1.c, f e 'In(t)dt= |T'(1) = w(l)l‘(l)z—yf e 'dt= @
0 0

1 1 &1 1
Soit x €]0,+00[. Avec la question 6.c, Y(x+1)—yY(x)= —— Z( ) donc, par

+ J—
X x+1 o k+x k+1+x

télescopage, | Y(x+1)—y(x)=

(Résultat qui se retrouve aussi avec la célebre formule I'(x +1) = xI'(x)...)
n—1

On a alors pour tout entier n = 2, par telescopage, Y (n)—y(1) :Z(w(k+ 1)—¢(k)), ce qui donne
k=1

n—1
1 . , . . .
WF—“Z; avec ce qui précede et la question précédente.
k=1
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(c) Soit x>0et kelN.

1 1 _ |x—1] < |x—1]
k+y+1 k+y+x| (k+y+Dk+y+x) k2
est un terme général de série convergente.

Pour tout y >0, | ji(y)| =

quine dépend pas de y

Donc| la série ij converge normalement donc uniformément sur 10, +oo].
k=0

D'aprés 6.c,

1 1 &l 1 1 1
—u(1 - E —— —_—
Y +y)=y+y) 1+y x+y+k=1(k k+x+y k+k+y+1) 1+y x+y kzl:]k

On calcule lalimite pour y — +o0o avec le théoreme de la double limite : pour tout k € IN*, ji.(y)—— 0

y—+0o0

et ij converge uniformément sur 10, +oo[, donc y(x + y)— (1 + y)m 0.
k>0

On en déduit alors que E,/J(x +n)=p(+n)—— 0)

8. D'aprés la question 7, la fonction Digamma iy convient au probléme posé.
Respectivement, si f est solution du probléme, soit x >0 et n€N.

On a alors pour fout ke IN*, f(x+k+1)—f(x+k)= x_j-k donc

—1 n—1

flan)=flx+1)=D (fx+k+1)—f(x+k) =Z

k=1 k=1 X+
1 n—1

qinsi, f(x+n)=f(x)+;+z Pt

n—1
En particulier pour x =1, f(1+n)= f(1) +1+Z ) =—y+Z -
Donc f(x +n)— f(1+n)= f(x+ + +Z( —l)+l

T k+x k) n’
1 1 1

Par unicité de la limite pour n — +oo, on fire f(x)+— +y+Z(——E) 0= f(x)—y(x), la convergence

de la série et I'expression de vy provenant de la ques‘non 6
Donc f=yy.

Finalement, [zp est I'unique solution au probléme posé)
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