Corrigé Mines-Ponts Maths 2 MP 2016

Une intégrale a parametre

. Y est continue et positive sur ]0,+ool.

, 1 1
Etude sur 10,1]: 0<y(u)< ﬁ etu— Y intégrable sur 10,1] par Riemann, donc y I'est.

, 1 . , . \
Etude sur [1,+00[ : y(u)= 0 (—2) par croissances comparées, donc par comparaison a une fonc-
u—+oo\ |y

tion de Riemann, y est intégrable sur [1,+00[.

Finalement, Gb est intégrable sur ]0,+oo[)

. e , s . .
.Six <0, friu— Jau ) n'est pas définie sur ]0,+oo[ (et encore moins continue par morceaux), donc
ulu+x

F(x) n'est pas définie.
Si x >0, f, est bien contfinue et positive sur 10,+o0[, la convergence de l'intégrale équivaut alors a
I'intégrabilité de f. Or

1 1 .. .
Six=0, f(u ~ TR et u— —7 n'est pas intégrable sur ]0,1] par Riemann, donc f, ne I'est pas non
u—) u u
plus.
1 . . . .
Si x>0, 0< f,(u)< —y(u) donc, avec la question precedente et par comparaison, f, estintégrable sur
X

10, +ool.

Ainsi, G(x) est défini si et seulement si x eI =]0,+oo[)

Vulu+x)

L .., 0
H1 Pourtout uel, x— f(x,u)est de classe 6! par opérations sur I, de dérivée % (x, u)—

. On appligue le théoreme de classe 4! sous I'intégrale. Soit f:(x,u)eI?> - f(x,u)=

_e—u
Vu(u+x)2

H2 Pour tout x €1, u— f(x, u) est intégrable sur I vu la question précéden‘re

Qa(u)= —zp ) avec ¢, intégrable

H3 Domination : Si a > 0, pour tout x > a et tout uel, ’— x,u)| <

sur I d'aprées la question 1.

—U

Ainsi,| F est I Lsur I et r fout I, Fl(x)= —_
insi est de classe ¢! sur I et pour tout x € (x) NCOEESE du

du et dans cette derniere intégrale, qui

) . ) o +00 (x_l_u_u)e—u . +00 ﬁe—u
. On écrit xF'(x)= fo O du= F(x)+L TP

existe bien, on fait une intégration par partie en dérivant u — yue™* (qui est bien de classe ¢1) et en
(qui est bien contfinue), avec 0<e< A :

A 4 1 et
+| | Vu+— d
. J; ( Vu 2f)u+x “

intégrant u —

1
(u+ x)?
Aﬁe—u |: ﬁe—u

du=|-

. (u+x)2 u+x
1 (2u 1)e” (u+x—x)e 1
- - —————du=-F(x)—K F
£—0, A—+00 Z_L 1/_(u+x) F(x)= f u+x) 2 () TxE(x)

et au final, xF’(x)—(x— %) F(x)=—K.
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5. G est dérivable sur I (et méme de classe 6!) et pour tout x €1,

/ X F(x) / _ _Keix
G'(x)=e ( ﬁF(x)+2ﬁ+ﬁF(x))— Wed
en utilisant la question précédente, qui est aussi I'expression de la dérivée de x — —Kf —dt par

e !
théoreme fondamental et continuité et intégrabilité de y: ¢ — Wi sur fout 10, x] (et méme sur I, en fait

vu la question 1). Comme I est un intervalle,

L 6
on a donc une constante C €R telle que pour tout x eI, G(x)= C—Kf eﬁdt.
0

Yoot
e . . ;.
6. | G(x)— C corf —dt — 0 ce qui peut se voir en écrivant par exemple
x—0 0 ﬁ x—0

x4 1y - - 1
e e e e e
—dt=| —dt—| —=dt— | —=dt—| —=dt=0

L vt L Vi L vt x—*OL vt L v

par définition des intégrales généralisées convergentes.

X—+00

Comme y est intégrable, (G(x)—» C—sz

+00 —(u+x)
D'autre part, G(x) = ﬁe— du. Avec le changement de variable ¢ = u/x (bijectif, de classe €!)

o Vulu+x)

+oo e~ x(t+1)
on obtient G(
()= f (t+ 1)[
e—x[t+1)
On appligue le théoréme de convergence dominée, avec )= —.
PRIq 9 800 D= D

H1 Pourtouttel, g(x,t)— et g(x,t)——0.

=0 (t+1)v/T x—+00

H2 Domination :Si x,te1,
1

(t+1)Vt

|g(x, 1) <p(r)=

N . " L. . 1 1
ou ¢ est continue, positive sur I et équivalente respectivement a Y] et — w3 en 0 et +oco0 donc
intégrable sur I par comparaison ¢ des intégrales de Riemann.

+00
. dr du + .
Ainsi, G(x) — — =2 — = Z[Arctan u] “ avec le changement de variable u = V1,
=0 ) (t+DVE 1+ u? 0

+00

. .. K

donc m et G(x)ﬁ 0dt =0 | (Pour cette derniere, on peut aussi voir que 0 < F(x) < —
X— X— 0 X

donc F(x)—— 0, donc G(x)——0.)
X—+00 X—+00

+o00 4,
s _ L . e
Par unicité de la limite, on en déduit que C=0et C—K?=x, d'ou K:f
u
0
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B Etude de deux séries de fonctions

—nXx

7. Soi’rf,,:x—»e

H1 Pourtout neN, f, est continue surI.
efn(l

vn

e—na 1
ol < S =0 ()

. L - L. et
donc par comparaison de séries & termes positifs, les séries Z T puis Z an
n

H2 Soit a > 0. Pour tout x €[a,+ool, |f,(x)| < qui ne dépend pas de x, donc les f, sont bornées et

sont conver-

||oo,[a,+oo[

gentes, donc Zf,, converge normalement donc uniformément sur [a,+oo[.

Ainsi, (f est définie et continue sur I) et, exactementdelaméme maniére,G,v est définie et continue sur I)

—Uux

. e , L . . .
8. Soitxel. u~ étant décroissante, continue et intégrable sur I (comme dans la question 1), une

u
comparaison série intégrale nous donne, pour N € IN*,

—Ux —Ux

+00
e e
du<f(x)< —du.

+00
En faisant N — +o00, on obtient f
1

+oo

—Uux 1 —
Le changement de variable ¢ = ux (¢! bijectif) donc f ¢ ¢

K
L YE U VE), Vi UE

Par encadrement, on en tire f(x \/7]

9. Soit neIN*. On a

n+1 1
(27_2‘/’”) ( T 2«/_) m+2(f—«/rz+l)

1 2
ZVn+1_f+¢n+1
_ V/n—vn+1
_\/ (n+1)+n+1
—1
 (va+vn+1)(Van+1)+n+1)
—1
_(ﬁ+ﬁ+o(ﬁ))(n+o(n)+n+o(n))
—1
N4113/2
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. Soit x > 0. En travaillant dans [0,+oc0] a priori, on applique le théoréme de Fubini positif a a,, . =

qui est le terme général négatif d'une série convergente (Riemann), donc par télescopage,

1
la suite ( ——Zﬁ) converge

n=1

—nXx

vk

Si

1<k < n, 0sinon. On obtient

+oo [ n +00 +00 +00 +00 +00 +00 e—nx kx f(x)
S(E keSS aSSa S S et S

Le résultat étant fini, on en déduit que IoseneZ(Z )’”‘ converge | et que

n=1 \k=1

f(x)

; " pour tout x 1.
_e—

h(x)=

n

, . . 1) _ _ 5 .
Autre redaction possible : On a pour n € IN*, 0 < E — |e™"* < ne ¥ or ne ¥ - 0 ce qui prouve
n—+00

=R

(iﬁ)e”"aﬁw(%)-

k=1

que

- - = 1
Ainsi| la série Z(Z ﬁ)e"” converge.

n>1 \k=1

—kx

s L . e . . . - .
On considere les séries de termes généraux a; = sik#0,0sinon et b, = e ** géométrique de raison

vk
, . 1
e " €]0,1[. Ces séries sont absolument convergentes de sommes Zak = f(x) et Z by = rpp—
k=0 k=0
n_—kx
On effectue le produit de Cauchy de ces séries absolument convergentes: ¢, = Z acb,_. = Z ¢ e (n—k)x
k=0 k=1 vk
avec ¢, =0.
donc h(x) Z Za Z Ainsi| h(x)= fx) pour tfout x 1.
" 1—ex
. Quand x—0,onal—e*~x doncavec8.,ona
Ona 2g(x)+O+Z(Z——2ﬁ)e "X = (x) donc g(x) (h(x +Z(Z——zﬁ)e "X)
n=1 \ k=1
. . . . = 1
Toute suite convergente étant bornée, le 9. nous fournit M > 0 tel que Yn € IN*, Z 7T —2v/n|<M
k=1

Ainsi

>

n=1

(5ol

k=1

+00

M M

<M einx: ~ —
h nz:l: ex—1 X
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donc Z(Z——zf) *= o (h(x)) donc g(x)x:(]%h(x)

n=1 \k=1

Ainsi| g(x) est equwolen’ro ‘/_ Iorsque x—0

C Séries de fonctions associées a des ensembles d’entiers

12. Si A est finie alors f: x _’Z ~"* est bien définie sur Rt donc (s| A est fini, alors 1, =10, +oo)

neA

On suppose désormais que A est infini.
On définit ¢ par récurrence par ¢(0)=minA et p(n+1)=min(A\ {p(k)/0< k< n})
Par construction la suite ¢ est strictement croissante a valeurs dans A donc telle que Vn e NN, ay, =1

[on peut extraire une suite (b,,) = (%(n)) de la suite (a,,) telle que pour tout neN, b, = 1)

Soit x =0, la suite (a,e™*) ne converge pas vers 0 avec la suite extraite (b,e ) =(1),,5,
donc la série Zane"” diverge grossierement.
n=0

Si x>0, 0n ala,e™* <e* ce qui donne la convergence de la série Zane*"x

n=0

Ainsi Gi A estinfini, alors I, :]O,+ooD

+00
13. Soit x>0,0na: fA(x)=Zake*kx et
k=0

+00
1 _
— — E e kx
—€ k=0

On remarque que pour n € IN,on a Card(A(n)) ZZ“’C’ on peut donc faire le produit de Cauchy de ces

k=0
+00 f (X)
deux séries absolument convergentes pour obtenir : ZCard(A(n))e‘”x = #
n=0

14. Soit neIN.On a Ay(n)={k?/keIN* et k?<n}={k?/keN* et k< yn}
donc A,(n)={k?/1< k<|vn|} de cardinal |v/7]

Soit x >0. A I'aide de la question précédente

=S
n=0

l—e>x

+00 too
Pour nelN, on a yn—|+/n]€[0,1] donc 0<Z«/ﬁe"”‘— NG Ze — donc
n=0

(1—e™)g(x)—1< fu,(x)<(1—e*)g(x)

tend vers 1 par

2/ x fa,(x)
v

carl—e=*>0.Ord'aprés 11., (1—e*)g(x) équivaut & % quand x — 0 donc

. s , .. X7 _
théoreme d’encadrement. Ainsi fAl(x)x:(, m i (Al €S et <I>(A1)_(D

Corrigé Mines-Ponts Maths 2 MP 2016 - page 5



15.

Soit x > 0. On note la suite (a,) associée da I'ensemble A= A;.
Soit neIN*. On a v(n)=Card({(a,f)€ A?/a+p =n})=Card({(k,n—k)/ k€A, et n—k €A,}), donc

n—1 n
v(n)= Z Apan = Z Ak A
k=1 =0

0
car a, =0 et aussi v(O):O=Zaka0_k.
k=0
On effectue ensuite le produit de Cauchy de la série Zake*kx absolument convergente par elle-
k=0

+00
méme pour obtenir que | la série Z v(n)e™* converge et Z v(n)e ™ = (fAl(x))Z.

n=0 n=0

Pour n e N. On note a®(n) le terme de la suite (a,) associée a I'ensemble A,.

On a a®(n) < v(n) ainsi (pour tout x>0, fy,(x) < (fAl(x))z) donc x fy,(x) < (VX f4,(x))* d'ou

i
®(Ay) < 2

Etude de deux séries de fonctions

. Soit y,,, € E. Soit A€R. Soit x > 0.

Ona |ane*"x1/;1(e*”")| <Y1 lleoa,e™* donc la série Zanef”xlpl(ef"x) converge par comparaison entre
n=0
séries & termes positifs donc L(y,)(x) existe dans R.

On a LAY, +¥)(x)= D _(@ue™ (Apr(e™" )+ ale ™)) = A D @y i€ )+ D _aye " “ihy(e™)
n=0 n=0 n=0

Donc L(AY; +y,)(x) = AL(y1)(x)+ L(y,)(x) puis L(Ay, +¢2):_ AL(p1)+ L(1p5).

Donc (L est bien définie sur E et I'application L est une application linéaire de E vers ]RI)

Erreur d'énoncé 2 Selon lequel, I'espace d’arrivée serait RI%1) |

On suppose que ¥, < Y, On a pour tout x > 0 et pour tout n € N, a,e " 1),(e7"*) < a,e "*i,(e™*) car
a,e"* >0, donc L(y,)(x) < L(y,)(x) par comparaison de series .

Ainsi, (pour tous Y, Y, dans E, ¢, <y, enfraine L(y,) < L(%D

.Onabien E, cE (i) et E;#@ (i) carf:xe<[0,1]— 0 vérifie 6 € E et linéx(L(f)))(x)zo

Soit ¥, 1, € E, et AeR.

Pour x>0, on a x(L(AY; +,))(x) = Ax(L(y1))(x)+ x(L(y,))(x) donc par combinaison linéaire de limites on
a

}Cig(l) X(L(AY 1 +o))(x) = A}Cig(l] x(L(y1))(x)+ 933 X(L(y2))(x).

Ceci prouve que Ay, +1p, € E; donc E; est stable par combinaison linéaire (iii)

Avec (i), (i) et {iii), (El est un sous espace vectoriel de E)

De plus Ay +1,) = AAW )+ A(y,) et A: E;— R donc A est une forme linéaire de E;.
+00

De plus [x(LE))(x)] < [1lleox D ane™
n=0

Par passage & la limite en 0, on a |A(y;)| < /][y ]leo d'0U

Q’opplicc’rion A est une forme linéaire continue de (E,, || HOOD
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18.

Soit peIN. On a e, € E car continue par morceaux sur [0,1].

+00
[(p+1)x1D e

+00
H _ —n(p+1) _ n=0
Soit x>0.0On a L(ep)(x)—;ane mPrY donc xLey)(x)= ol et(p+1)x>0

1
. - 1
Par composition de limites, on a| A(e,)= —— et e, € E;. | Onremarque que A(e,,)z(f e,.
p+1 0

1
Donc par combinaison linéaire , pour toute fonction polynomiale P, on a A(P)z(f P.

0
Soit ¢ € E,. Le théoréme de Weierstrass nous fournit une suite de fonction polynomiale (P,) qui converge
uniformément vers i sur [0,1].
Soit x > 0. Soit k€ IN. On a |x L(y)(x)— x L(P)(x)| = x | L) — Pc)(x))|.
Comme ||y — Pilloc €0 S Y — Pr <Y — Prlloo €, ON @ —tp — Pelloo L(€o) < L(Y — i) < ||y — Pelloo L) €N Utilisant
16.
Ainsi | x L()(x) — x L(PL)(x)| < 1Y) — Pelloo X L(e)(x)
La fonction x — xL(ey)(x) est continue sur 10,1] et admet comme limite ¢ en 0, donc x — xL(ey)(x) est
prolongeable par continuité sur le segment [0,1] et le théoréme des bornes atteintes nous fournit un
majorant M > 0.

Donc Vx €0, 1], |x L())(x) — x L(P.)(x)| M|y — Pelloo OF M [t — Pelloo —0.

Il s’en suit que la suite de fonction (x — x L(P)(x))se CONverge uniformément sur ]0,1] vers x — x L(y)(x).
En notant §; = Lig% xL(P.)(x)=A(P,), le théoreme de la double limite nous donne alors que la suite (6;)
converge vers un certain LeR et xL(zp)(x)m L.

Ainsi i € E;. On en déduit que

1

La fonction : y € E, —»Zf Y est une forme linéaire continue de (E, || ||eo) Car VY € B,
0

<LPlleo

1
eflp
0

1
Les applications A et i Hﬂj Y sont continues sur E et coincident surla partie des dense des fonctions
0

1

polynomiales donc | pour tout ¢ € Ey, on @ A(tp)zﬁf Y.
0

. La fonction g_ est continue en tous points de [0,1]\ {a —¢,a}

Deplus lim gx)= lim gx)=ga—¢)=1demémeena
x—(a—e)- x—(a—e)~

Donc g_ et g, (analogue) sont continues sur [0, 1] ainsi
Ona
1 a—e a 1
. A(g_)=ff g_=€U g_+f g_+f g_)
0 0 a—e a
—€ a

¢ 1 :
. f g =a—=¢ e‘rf g_:% (qire d'un tfriangle)
0 a—e
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donc [A(g_)zé(a—g) et A(gy)=¢ (a + g)j

On aaussi 1y, €E et g <1y, < gy donc pour tout x>0, xL(g_)(x) < xL(1jp4))(x) < xL(g4)(x).

On a ensuite xL(g_)(x) — 14 (a - g) cecinous fournit a; >0 tel que Vx €]0,a;], xL(g_)(x)>¢ (a - g)—l
X—

donc Vx€)0,a;], xL(g_)(x)={(a—¢)

De méme on peut frouver a, >0, on a Yx €]0,a,], xL(g.)(x)<{(a+¢).

Alors, en prenant a =min(a;,a,), on a Vx €]0,al, |xL(1j,q)(x)—La|<te

On vient de montrer que xL(l[o,a])(x)mfa car Leg est aussi petit que I'on veut ainsi

£
2

1

I[O,a] S El et A(l[O,a]) =la =€f 1[0,51].
0

1

Pour 1y 4, les calcul sont identiques ce qui donne : 1y 4 € E; et A(ljg 4)={a =€f 1(0,q[-

0
1

Pour e €0,1], on note 6, =1;,. On a donc 6, = 1jy,— 10,4 QiNsi par lin€arité 6, € E; et A(5a):0:€f bg.

0
1

On remarque que L(d,): x — 0 donc on a encore : d,€ E, et A(50)=0=€f 0o-
0
1

En ce qu concerne l[a,b] = I[O,b] — I[O,a[l ond l[a,b] ek, et A(l[a,b]) :Z(b —d) Zéf l[a,h]'
0
C’est analogue pour 1y, ,), 1ja,51 €1 14,5 €1 Cela reste valable méme si a =0.
On sait que E, c E. Soit maintenant i € E.
On peut écrire Y = p+TE ou ¢ est continue sur [0,1] et E est une fonction en escalier

On peut écrire E=iel A;1; 0oU (4;);; est une famille finie de réels et (J;);c; est une famille finie d’inter-

valles de [0,1] (éventuellement singleton)

1 1

OrypeE d'apres 18 etles 1, € E; d’apres ce qui précede et on a A(<p)=zf
0

0
Comme A est linéaire sur le sous-espace vectoriel E;, on en déduit ¢ € E; et

1

A)=A(p)+iel A,-A(l,i)zfj (p+E).

0

1
On en déduit que | E, =E et A(IP):ff Y pour tout Y € E.
0

+00 N N N
- Ona (L)%= e ype™™) =D a,eNype™N)=D a,eNe"N donc (L(l/)))(%):Zak :
n=0 n=0 n=0 k=0

1 1
Ona X(L(IP))(X)SAU/J):fJ 1P=/ff Y ={(In(1)—In(1/e))
0 1/e
N

i - ! RS
Donc par composition de limites, th NZakzézhm(xZ)ane '“‘).
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21.

En reprenant les notations de la partie C. On a Card(A(n)):Zak.
k=0

CommeAeS,( Za,, x )_fo (x)— ®(A).

On peut opphquer donc le résultat preceden’r d la suite (a,). Donc

lim —Card —klin( Zdn e )=}Cig(1)fo(x)-

n—+o0o p

. 1
SiAeS, alors ;Card(A(n)) - D(A)

Pour tout x > 0, la série Z v(n)e™™* converge ayant pour somme (fAl(x))2 et pour tout n e N, v(n) = 0.
n=0

De plus, x(fAl(x))2 — % d'aprés 14 et 15. On peut donc appliquer les résultats de cette partie et alors
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