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Espaces Vectoriels Normeés
Dans tout le chapitre, K désigne R ou C.

Dans un espace vectoriel normé (L, ||-]), un

n NORME SUR UN ESPACE VECTO- vecteur unitaire ou normé est un vecteur x € E

tel que |x| =1.

RIEL
Soit (E, +,) un K-espace vectoriel. Remarque
n . R3— Six#0g, est le vecteur normé associé &
Norme et distance x (de méme direction et de méme sens.)

Définition 1: Norme, espace vectoriel normé

On appelle norme sur E toute application Définition 3 : Distance associée a une norme
N:E— R vérifiant Soit (E, |I-I) un espace vectoriel normé. On ap-
Défini-positivité : pelle distance associée a ||-|| I'application

E? — R*
Homogénéité : oy — [x-y|

TV [ F - Propriété 2:d’ ist
Inégalité triangulaire (ou sous-additivité) : R d une distance

Soit (E,|-I) un espace vectoriel normé, d dis-
fance associée, x,y,z€ E.

On dit alors que le couple (E,N) est un es- () dix,y)=0=x=y.
pace vectoriel normé. (ih Symétrie : d(x,y) = d(y, x).

(i Double inégailité triangulaire :

Remarque
R1- Souvent notée ||-|| €galement.
R2 - Pas de cas d’égalité dans I'inégalité triangu-

laire.
Remarque
R4 - Il existe une notion plus générale (Hors Pro-
gramme) de distance sur un ensemble E : c’est
une application de E? dans R* symétrique,
E | felle que d(x,y) = 0 < x = y et vérifiant I'in-
xemple égalité triangulaire d(x, z) < d(x, y) +d(y,2). On dit
E1- SurR?SurC? alors que (E,d) est un espace métrique.
C’est bien le cas de la distance associée dune
norme.
Propriété 1 : d’une norme Définition 4 : distance da une partie
Soit (E,|I-ID un espace vectoriel normé, Soit (E, [I-]) un espace vectoriel normé, A une
x,y€E. partie non vide de E, x€ E.
On appelle distance de x a A le réel
(M Nogl =0Rr
@iy 1=l = llxl

G el = [yl < e ] < ixi+{y]
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Propriété 3: 1-lipschitzianité de la distance a

une partie

E —
est l-lipschifzienne sur E
x — d(x, A

dans le sens ol

C’est en particulier le cas de x — d(x,a) ou
ac E avec A={a}.

E Norme associée & un produit
scalaire

Définition 5 : Produit scalaire

Un produit scalaire sur un R-espace vecto-
riel E est une forme bilinéaire symétrique défini-
positive sur E c’est-a-dire telle que

|

On dit alors que (E, (-|-)) est un espace préhil-
bertien réel.

Définition 6 : Norme euclidienne

Soit (E, (-]-)) un espace préhilbertien réel. Pour
tout vecteur x de E, on pose

llxll =

L'application |-| est appelée norme eucli-
dienne sur E associée au produit scalaire (-|).

Propriété 4 : Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit (E, (-|)) un espace préhilbertien réel.
Alors

ou encore,

avec eégalité si et seulement si

HTTPS: //MPI .LECONTEDELISLE.RE :.-Jd ?':'-?I
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Propriété 5 : Toute norme euclidienne est une
norme

La norme euclidienne associéee & un produit
scalaire est une norme sur E.

Normes usuelles

n Sur K"

Définition 7 : Normes usuelles sur K"
On définit, pour x = (x1,...,x,) e K",

Remarque

R5 — On rappelle que ||l sur R"™ est la norme eucli-
dienne associée au produit scalaire canonique

n
xIy) = ) XYk
k=1
Rappelons I'inégalité de Cauchy-Schwarz : si
xyeR", |(xly)| < lxl2 | y||, soit encore

n

Y XYk

k=1

4 2n 2
SADIE DI

avec égalité si et seulement si (x, y) liee.
Aftention : pas de produit scalaire ni d’inéga-
lité de Cauchy-Schwarz pour K = C dans notre
programme.

Propriété 6 : Ce sont des normes

Il s’agit de normes sur K",

Remarque

R6 — On peut monfrer que plus généralement, si
p=1,

lxll, = (kil |xk|”)”p

est une norme sur K" et méme que
llxllp lxleo (cf TD) d'ou la notation.

p—+oo
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R7 — Plus généralement, sur un K-espace vectoriel
de dimension n, de base % = (ey,...,ey). ON dé-
n

compose un vecteur x= ) x;e; et on pose
k=1

n
lxlly =Y |xg,

k=1

lxllz = I§1|Xk|2:(é1|Xk|2)”2

|Ix||m=kgi?§lﬂ|xk|

et

qui définissent des normes sur E.

Exemple

n
E2- Sur Kp[X], en posant P= Y a;xF,
k=0

E3 — Sur 4, (K).

u Sur B(X,K) = L™ (X, K)

Propriété 7 : K-espace vectoriel 2(X,K)

Si X est un ensemble non vide, I'ensemble
B(X,K), encore noté L*(X,K) (notations hors-
programme) des fonctions bornées définies sur
X a valeurs dans K est un K-espace vectoriel,

Remarque
R8 — C’est méme une K-algebre.

Définition 8 : Norme infini
On définit, pour fe E=%(X,K),

[£lloo = Nool) = sup| £ 0]

Remarque

R9 - Bien définique Im f = {| f(x)|, x€ X} est une par-
fie non vide majorée de R.

Propriété 8 : Rappel

SiAeR* et Aune partie non vide majorée de
R, alors
sup(1A) = Asup A

VERSION DU 17 DECEMBRE 2023

Propriété 9 : La norme infini en est une

Il €St une norme sur B(X,IK).

Sur € ([a, b],K)

Définition 9 : Normes usuelles sur € ([a, b],K)

On définit, pour f € E=%(la, b],K),

Remarque

R10— Pour fe<€(la b],K), on améme ||f||00:r[n%>]g|f|.
a,

R11— On rappelle que |-, sur €(la,b],R) est la
norme associée au produit scalaire canonique

b
(flg)=f f(Hgde.
a

Rappelons I'inégalité de Cauchy-Schwarz : si
[ g€€(la, bl K),

|Fl <1712 &l

soit encore

b b 2 b 9
ff(t)g(r)dr‘g f (f) dtf (g(n)"dr
a a a

avec égalité si et seulement si (f, g) liée.
Aftention : pas de produit scalaire ni d’inéga-
lité de Cauchy-Schwarz pour K = C dans notre
programme.

Propriété 10 : Ce sont des normes

Il s’agit de normes sur € ([a, b],IK).

ﬂ Boules et sphéres

On fixe (E, |I-]) un espace vectoriel normé.

Définition 10 : Boule et sphéres

Soientae EetreR".
Boule ouverte de centre a et de rayon r
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Boule fermée de centre a et de rayon r : Définition 13 : Fonction bornée

Soit X un ensemble non vide, f e EX.
On dit que f est bornée s'il existe M e R* tel
Sphére de centre a et de rayon r : que pour fouf xe X, | f(x)[| < M (ie si f(4) est une
partie bornée de E.)

On note L[*®X,E) = %BX,E) |'ensemble
des fonctions de EX bornées (notations hors-
programme).

LYyCEE LECONTE DE LISLE — LA REUNION

Exemple
E4—- Casour=0.

£5—- Cas de (R, |-D. Propriété 13 : Norme infini
E6— Boule unité fermée dans R? pour les trois On pose, pour f € B(X,E), f“oo:
normes usuelles. bien défini.
Alors (B(X,E), |-l.) €st un espace vectoriel
norme.

Définition 11 : Partie convexe

On obtient en particulier, pour X =IN :
Une partie A de E est dite convexe lorsque

pour fout x, y € E et pour tout £ € [0,1], Définition 14 : Suite bornée

Soit ue EN, On dit que u est bornée s'il existe
M e R* tel que pour tout n e N, lu,l < M (ie si
{u,, n€ N} est une partie bornée de E.)

Remarque On note ¢®(E) = BWN,E) I'ensemble des
R12— {tx+(1-1y, t € [0,1]} représente le segment suites bornées a valeurs dans E (notafion hors-
formé par les extrémités des vecteurs x et y. programme).
Remarque

Propriété 11 : Convexité des boules R14 — On peut aussi définir une norme infini sur I'en-
semble ¢°°(E) des suites bornées :

Les boules sont convexes.
lulloo = sup llunll

nelN
E Parties, suites et fonctions bor-
nées
B roauit fini d’espaces vecto-

A€ P (E) est bornée s'il existe riels normés

Propriété 14

Si (Ey, Nv),...,(Ep, Np) sont des K-espaces vec-

.y s ) foriels normés.
Propriété 12 : Les boules sont bornées On pose, pour x = (x1,...,Xp) € Ey x -+ x Ej,

Toute boule (ouverte ou fermée) de E est bor-

. N(x) =
néee. &
Alors N est une norme sur E x --- x E,, Qppeléee
norme produit.
Remarque
R13 — Une partie est bornée si et seulement si elle est
incluse dans une boule (par exemple fermée).
Remarque
R15— En prenant || sur K, la norme produit sur K"
est
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m SUITE D’ELEMENTS D’UN ESPACE
VECTORIEL NORME

On fixe (E, |-II) un K-espace vectoriel normé non
nul.

II Convergence d’une suite

Définition 15 : Suite convergente, divergente

Soit ue EN et ¢€E.

On dit que u converge vers ¢ lorsque pour
fout € >0, il y a un rang & partir duquel u,, est
a distance au plus € de 7.

Autrement dit,

Dans ce cas, on dit que u est convergente et

que ¢ est sa limite. On note u,, — ¢ ou u, I, .

Lorsque u n’est pas convergente, elle est dite
divergente.

Remarque

R16— u, — ¢ si et seulement si la suite réelle
(lup, — 1), converge vers 0.

R17 — u, — ¢ si et seulement si

Ve>0, ANelN, Vn>N, une€

R18 — La convergence dépend a priori de la norme.

Définition 16 : Modes de convergences d’une
suite de fonctions

Si E=%(la,bl,K), (f,) €EN, feE.

Si fn T f. on parle de convergence en
moyenne.

Sl 28 f. on parle de convergence en
moyenne quadratique.

. Noo .

Si f, = f,on parle de convergence uniforme

(convergence graphique).

Propriété 15 : Unicité de la limite

SoitueEN,¢,¢ e E. Siu,, — ¢ etu, — ¢, alors
=/,

Propriété 16 : Caractére borné d’une suite
convergente

Toute suite convergente est bornée.

VERSION DU 17 DECEMBRE 2023

Propriété 17 : Convergence de la norme des
termes

Soitue EN, ¢ € E. Si u,, — ¢, alors | u,| — 112

Propriété 18 : Convergence par majoration

Siue EN, ae RN, ¢ € E tel qu’a partir d’un cer-
tain rang llu, — ¢l < a, et a, — 0, alors u,, — ¢.

Définition 17 : Valeur d’adhérence

On appelle valeur d’adhérence de u € EN
foute limite (dans (E, |-1)) de suite extraite de u.

Propriété 19 : Cas des suites convergentes

Une suite convergente a une unique valeur
d’adhérence.

Remarque
R19 — Réciproque fausse.

Corollaire 1: Contraposée

Si une suite a plusieurs valeurs d’adhérence,
elle diverge.

E Opérations algébriques

Propriété 20: Espace vectoriel des suites

convergentes

Soit u,v € EN, ¢,/ ¢ EEA e K. Si up, — ¢
et v, — ¢, alors u+ Av est convergente et
Up+Av, — 0+A¢',

Propriété 21 : Produit externe de suites conver-

gentes

Si (un) € EN ef (a,) e KN tel que u, — ¢ € E et
a,— acl, alors a,u, — af.

Suite a valeurs dans un pro-
duit

Propriété 22 : Convergence de suite dans un

produit d’evn

Si- (E1,Ny),...,(Ep,Np) sont des IK-espaces
vecftoriels normés, N la norme produit sur
Ei x - xEp, u = (uW,...,uP) € (Elx---pr)IN,
0=(ly,....,0p) EEy x--- x Ep.

N g g
Alors u— ¢ si et seulement si
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m COMPARAISON DE NORMES

Soit (E,+, x) un K-espace vectoriel et Ny et N, deux
normes sur E. On note Bj(a,r) (respectivement Ba(a,r))
une boule ouverte pour N; (respectivement N).

Il Domination

Définition 18 : Domination

On dit que N; est dominée par N, lorsque

Remarque
R20 — Traduction avec les boules :

R21 — Si une partie ou une fonction ou une suite
estbornée pour Ny, elle I'est automatiquement
pour N; Qussi.

Propriété 23 : Implication de convergences

Soit Ny dominée par N, et ue EN et ¢ € E.

Remarque

R22 - Si N} n’est pas dominée par N,, on fabrique
une suite qui fend vers 0 pour N, et diverge
pour N : pour tout ne IN, on a x, € E tel que
Ni(xp) > nNa(xp). Il suffit alors de poser z, =

\I/
@ Méthode 1 : Montrer que N; n’est pas
dominée par N,

On peut chercher une suite (u,) felle que

(N2 (up)) borné mais pas (N (uy)) ou alors telle que

No(up) — 0 et non Nj(up) ou encore tel que
Ny (un) .

+00.
N (un)

E Equivalence
n Définition
Définition 19 : Normes équivalentes

N, et N, sont équivalentes si et seulement si
elles se dominent mutuellement, si et seulement
Si

e ]
HTTPS://MPI.LECONTEDELISLE.RE :'.__|dl ]
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Remarque
R23 — C’est une relation d’équivalence.

Propriété 24 : Equivalence de convergence

5 2 q N; 5
Si Ny et N, sont équivalentes, u, — ¢ si et
, Ny
seulement si u,, — ¢.

ﬂ Cas de K”

Propriété 25 : Equivalence des normes

Les frois normes usuelles sont equivalentes sur
K",

H Cas de 4 ([a, b],K)

Propriété 26 : Domination des normes

Sur € ([a, b],K),

n Cas de la dimension finie

Théoréme 1 : Equivalence des normes en di-

mension finie

Toutes les normes sont équivalentes en di-
mension finie.

Démonstration

Non exigible, admis provisoirement. [

Propriété 27 : Convergence coordonnée & co-
ordonnée

Dans un espace de dimension finie, une
suite converge vers une limite si et seulement si
chaque coordonnée dans une base tend vers
la coordonnée correspondante de la limite.
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m TOPOLOGIE DES ESPACES VEC-

TORIELS NORMES

On se donne (E,|I-I) un K-espace vectoriel normé fixe,

avec K=R ou C, d la distance associée.
Il Voisinages, ouverts, fermés

n Voisinage

Définition 20 : Voisinage

Soient a€ E et V une partie de E.
On dit que V est un voisinage de a

Remarque

R24 — Cela revient & dire qu’on a une distance de
sécurité autour de a qui permet de s’en appro-
cher dans toutes les directions en restant dans
V.

En particulier, ae V.

Propriété 28 : des voisinages

() Si'v voisinage de a et V< W, alors
(i Une réunion

(i) Une intersection

Remarque

R25— /\ Ce n’est pas valable pour des infersec-
fions infinies.
Par exemple, dans R, les V; =]—%, %[

VERSION DU 17 DECEMBRE 2023

Propriété 29 : Voisinages et domination de
norme

Si Ny est une norme dominée par N», alors les
voisinages pour sont des voisinages pour

Siles normes sont équivalentes, les voisinages
pour I'une sont exactement les voisinages pour
I"autre.

ﬂ Parties ouvertes

Définition 21 : Ouvert

Une partie ¢ de E est dite ouverte ou un ou-
vert de E lorsque

Par convention, @ est ouvert,

Remarque

R26 — Intuitivement, cela signifie qu’il n'y a pas de
point « au bord ».

Exemple
E7 - Lesintervalles]o,1[,]0,1], [0,1] sont-ils des ouverts

E8— Le quart de plan A = {(x,y) e R?, x>0ety>0}
est-il un ouvert de (R?, ||-12) ?

E9- Sia beR tels que a< b, alors ]a, b| est un ouvert
de R.

Propriété 30 : Cas des boules ouvertes

Toute boule ouverte est ouverfe (/)

Propriété 31 : des ouverts

() @, E sont ouverts.
(i Une réunion

(i) Une intersection

(iv) Un produit fini d’ouverts est ouvert (pour la
norme produit).
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Remarque

R27 — A Ce n’est pas valable pour des intersec-
tions infinies, avec le méme contre-exemple
que pour les voisinages.

Dans R, les V; :]—%H

Propriété 32 : Ouverts et domination de normes

Si N, est une norme dominée par N,, alors les
ouverts pour sont des ouverts pour

Si les normes sont équivalentes, les ouverts
pour I'une sont exactement les ouvertfs pour
I"autre.

Remarque

R28 — On appelle fopologie de (E, |I-I) I'ensemble de
ses ouverts.
Si Ny est dominée par Ny, la fopologie pour N,
possede plus d’ouverts que celle pour N;. On
dit que la fopologie pour N, est plus fine que
celle pour Nj.

R29 — En particulier, en dimension finie, toutes les
normes sont équivalentes. Les notions de voi-
sinages et donc d’ouverts ne dépendant pas
du choix de la norme. Ce sera aussi le cas
de toutes les notions définies ci-apres : fermé,
adhérence, intérieur, densité.

Exercice 1: CCINP 37

ﬂ Parties fermées

Définition 22 : Fermé

Une partie F de E est dite fermée lorsque

Remarque
R30 — Infuitivement : bord compris.
R31 - A Fermé n’est pas le contraire d’ouvert.

On peut étre les deux a la fois. Le plus souvent,
on n’est nil’'un nil"autre...

HTTPS: //MPI .LECONTEDELISLE.RE :.-Jd :m:'-:I
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Propriété 33 : Cas des boules fermées

Toute boule fermée est fermée (1)

Remarque
R32 — Les singletons sont des fermés.

Propriété 34 : des fermés

() @, E sont fermés.
(i Une intersection

(i) Une réunion

(iv) Un produit fini de fermés est fermé (pour la
norme produit).

Remarque

R33 — C’était I'inverse pour les ouverts.

R34- /\ Ce n'est pas valable pour des réunions
infinies.
Dans R, les F;= |-1+4,1-1

R35 — Une parfie finie est fermée.

Exemple

E10 - Les infervalles 10,1[, 10,1], [0,1] sont-ils des fer-
més de (R, |) ?

E11—- SiabelR tels que a< b, alors 1 —oo, b, [a,+ool,
la, b] sont des fermés de R.

Propriété 35 : Cas des sphéres

Toute sphére de E est fermée.

EsPACES VECTORIELS NORMES - PAGE 8 SUR 11


https://mpi.lecontedelisle.re

J. Larochette

Propriété 36 : Caractérisation séquentielle

Une partie F de E est fermée si et seulement
Si

Exemple
E12- F={(x,5) eR?, x? <y<x} estunfermé de R?.

Exercice 2: CCINP 41

E Adhérence, densité, intérieur

n Points adhérents, adhérence

Remarque

R36 — Infuitivement, un point adhérent est un point
dans A ou «au bord » de A.

Définition 23 : Point adhérent

Soit A une partie de E et xe E. On dit que x
est adhérent & A lorsque

Propriété 37 : Caractérisation séquentielle

x est adhérent & A si et seulement si

Définition 24 : Adhérence

L'adhérence A de A est I'ensemble des
points adhérents a A.

Remarque
R37 — Ne pas confondre avec le complémentaire.

R38 — Infuitivement, «les points de A et les points des
bords ».

VERSION DU 17 DECEMBRE 2023

Exemple
E13—
E ‘ A ‘ A
R VA
R| Q
R | 10,1]
E | B(a,r)

Propriété 38 : Croissance

Propriété 39 : Caractérisation

Propriété 40 : Caractérisation des fermés

Propriété 41 : Cas des sous-espaces

Exercice 3 : CCINP 34

Exercice 4 : CCINP 44

Exercice 5: CCINP 45
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Propriété 44 : Caractérisation

n Densité
Définition 25 : Densité

D est dense dans E lorsque

Propriété 45 : Caractérisation des ouverts

Propriété 42 : Caractérisation séquentielle

D est dense dans E si et seulement si

Exemple
E16— Q=
E17- B'(a,r)=

Exemple
E14- Q,R\Q, D sont denses dans R.

E15 — Quels théorémes déjd rencontrés sont des ré-
sultats de densité ?

ﬂ Frontiere

.. Définition 27 : Frontiére
Intérieur
On appelle frontiére de A I'ensemble
Définition 26 : Point intérieur et intérieur d’'une

partie

Soit A une partie de E, xe E.
x est un point intérieur & A lorsque

Exemple
E18 — Fr(B(a,r)) =

: e R 9 — Fr([0,1
L'ensemble des points intérieurs A est ap- £l s

pelé intérieur de A, noté A. E20 - Fr(Q) =

Propriété 43 : Croissance

Propriété 46 : Caractére fermé

Une frontiére est foujours fermée.
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Exemple

E21 - [0, %[ est un ouvert de [0,1].

Ouverts, fermés, voisinages
relatifs

On se fixe une partie A non vide de E.
Remarque

n Voisinage relatif R41 — Si A est ouvert, les ouverts relatifs de A sont les
ouverts.

Définition 28 : Voisinage relatif

Soit a € A. On appelle voisinage relatif de a

dans A toute partie V' de A s'écrivant Fermés relatifs

Définition 30 : Fermé relatif

Une partie F' de A est un fermé relatif de A si

Remarque

R39 — V' n’'est pas nécessairement un voisinage de
a dans E.

Par exemple [0,%[ est un voisinage de 0 dans
[0,1] mais pas dans R. Propriété 48 : Caractérisation

F' est un fermé relatif de A si et seulement s’il
existe

H Ouverts relatifs

Définition 29 : Ouvert relatif Remarque

Une partie ¢’ de A est un ouvert relatif de A R42— Si A est fermé, les fermés relatifs de A sont les
(ou pour la topologie induite sur A) lorsqu’ fermés.

Propriété 49 : Caractérisation séquentielle

Soit F' une partie de A.
F' fermé relatif de A si et seulement si F' est
une partie de A felle que

Remarque

R40 — ¢’ ouvert relatif de A si et seulement si pour
tout xe o/,

n Densité

Définition 31 : Densité dans une partie

arepnotclizdCaaclonizahien Soit B partie de A. B est dense dans A si et
0' de A est un ouvert relatif de A si et seule- seulement si
ment s’il existe
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