n CONVERGENCE DES SERIES ENTIERES

n Définition

Définition 1 : Série entiere

On appelle série entiére toute série de la forme

Y anz". (an)yew €tant une suite de nombres com-
nelN
plexes et z un nombre complexe.

E Convergence ponctuelle, rayon de
convergence

n Lemme d’Abel

Propriété 1:Lemme d’Abel

Soit r e R*. Si la suite (anr"),,>, est bornée, alors,

pour fout ze C tel que |zl <, la série Y apz" est ab-
n=0
solument convergente.

Version du programme : Si la suite (anz}) est
0/n>0

bornée, alors, pour fout z € C fel que |z| < |zg|, la série

Y anz" est absolument convergente.
n=0

I:l Rayon de convergence

Propriété 2 : Définition pratique du rayon de conver-

gence

Soit ) anz" une série entiére. Il existe
n=0
ReR* U{+oo} = [0, +00] Unique tel que
m Si|z| <R, la série Z anz" est absolument conver-
n=0
gente. (ce cas ne se produit pas si R=0.)
m Silz| >R, lasérie Y anz" est(trés) grossierement
n=0
divergente : la suite (anz"),,>, n'est pas bornée,
et donc a fortiori ne converge pas vers 0. (ce
Cas ne se produit pas si R = +00.)

Définition 2 : Rayon et disque ouvert de convergence

R est appelé le rayon de convergence de |a série
entiére Y a,z", parfois noté R()_ a,z") dans le pro-
n=0
gramme. Définition du programme :

R=sup({reR*, (anr") est bomée}) € [0, +oo].

D(O,R) = {z € C, |z| < R} est le disque ouvert de
convergence de la série entiere ) a,z".
n=0
Si R = +o0, ce disque ouvert est C.
SiR=0,c’est @.
Sinon, c’est un «vrai» disque.

Séries entiéres

Méthodes de détermination pratique du
rayon de convergence

Méthode 1 : Utilisation du critére de d’Alem-
bert

Typiquement utilisé pour la plupart des déterminations
de rayons de convergence dans les énoncés d'écrit : R
est I'unique élément de [0,+o0] tel que si |z| < R, la série
entiére converge absolument et si |z| > R, elle diverge gros-
sierement.

Il faut éfre bien attentif, lors de la rédaction, & n’ap-
pliquer le critere de d’Alembert qu’a des séries & termes
réels strictement positifs.

Propriété 3 : Critére de d’Alembert (Rappel)

Soit (un) suite a termes réels strictement positifs tel

que
Un+1

Un

— ¢ €[0,+00].

mSi¢>1, Yu, diverge (frés) grossierement (et
méme u;, — +o0).

m Si/<1, Y u, converge.

m Si¢ =1, on ne peutrien dire en général (cas dou-
feux).

Propriété 4 : Critére de d’Alembert version série en-

tiere

Si-au moins & partir d’un certfain rang a, # 0 et si

lan+1l
lap| n—+oo

¢ € [0,+o00]

alors le rayon de convergence de la série entiére
1 1 1

Y anz" est R=- €[0,+00] (OU = = +00 f — =0).
l 0 +00

Méthode 2 : Une remarque qui résout tout

Si on ala chance de frouver
m un z tel que ¥ a,z" converge, mais non absolument,
B un z fel que la suite (a,z™) soit bornée mais la série
Y anz" diverge,
on est sGr que R=|z|.

N ! 7/
@ Méthode 3 : Suites bornées, convergence
vers zéro

Les exercices les plus délicafts de détermination de
rayons de convergence se font en utilisant plutdt les suites
bornées et les deux considérations suivantes (penser au
dessin avec le disque de convergence) :

m Silasuite (a,z") est bornée, alors |z| <R

m Sila suite (a,z™) est non bornée, alors |z| > R.

Mais aussi
m Sila suite (a,z") converge vers 0, alors |z| < R.
m Silasuite (anz™) ne converge pas vers 0, alors |z| > R.
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n Comparaison de rayons de convergence

Propriété 5: Comparaison des suites de ccefficients

et rayon de convergence

On note R, et Ry, les rayons de convergence res-
pectifs des séries entiéres Y anz" ety buz".

Alors,
m Silan| < |byl, OU apn = o (by) ou plus généralement
an=0(bp),
Ry >Ry
m ersi anp ~ bn,
Ry =Ry,

Propriété 6 : Multiplication par »

Soit (an) >0 UNe suite de nombres réels ou com-

plexes. Les séries entiéres Y anz" et Y nanz" ont
n=0 n=0
méme rayon de convergence.

Corollaire 1 : multiplication ou division par n*

' <ot s a
Si ke N, les séries entigres Y n*apz" et Y 2"

n>0 n>1 nk
ont méme rayon de convergence que ) anz".
n=0
Aufrement dit, pour tout k € 7., la série entiére

Y nfa,z" a méme rayon de convergence que
n=0

Z anzn.

n=0

Propriété 7 : Rayon de convergence de ) n%z"

Pour fout a € R, ) n%z" a comme rayon de
convergence 1.

Convergence normale

Propriété 8 : Convergence normale

Soit Y anz" une série entiére de rayon de conver-
gence R>0, fn:z— anz". Alors ) f, convergence
normalement, donc uniformément sur fout disque
fermé inclus dans D(0, R).
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m OPERATIONS ALGEBRIQUES SUR LES SERIES
ENTIERES

n Combinaisons linéaires

Propriété 9 : Somme de deux séries entiéres

Soit Y apz" et ) bpz" de rayons de conver-
n=0 n=0
gence respectifs R, et R,. On note R, le rayon de
convergence de la série entiére Y (an +bp)z". Alors
n=0

Ry p > min(Rg, Rp).
De plus, Yz e D(0,min(Rg, Rp)),
+oo +0o +00
Y (an+b)z" =) anz"+ ) bpa"
n=0 n=0 n=0

Enfin, si Rq # Ry, ON Q Ry, = min(Rg, Rp).

Propriété 10 : Multiplication par un scalaire

Si A est un nombre complexe non nul, le rayon
de convergence de Y (lan)z" est égal au rayon de
n=>0
convergence de Y anz".
n=0

E Produits de Cauchy

Propriété 11 : Produits de Cauchy

On considere deux séries entiéres Y anz" et

n=0
)" buz" de rayons de convergence respectifs R, et
n=0
Ry,

La série entiére produit de Cauchy de ces deux
séries entiéres est la série entiére Y cpz" ol, pour
n=0
n
fout entier naturel n, ¢, = ), agby,_j.
k=0
Notons R. son rayon de convergence. Alors

R¢ > min(Rg, Ry)

et Vze D(0,min(Rg, Rp)),

+00 +o00o +00
Y cna” = ( y anz") x ( y bnz").
n=0 n=0 n=0
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. N . | | mme d’un rie entier
m SERIE ENTIERE D’UNE VARIABLE REELLE Classe de laso e d'une serie entiere

Dorénavant, on considére des séries entiere de |la variable

=222 . lo'o) EH
réelle : on étudie la série de fonctions 3 f OU fi : x— anx". Propriété 13 : Classe ¢ sur lintervalle ouvert de

convergence

La suite (an) e Peut étre une suite de nombres réels ou com-

plexes, mals x reste roel. On suppose que la série entiere Y apx™ a un

Le disque ouvert de convergence devient infervalle ouvert n>0
+00
de convergence |- R,R[ et on a C— RRlcDfc [—R,RD oU R rayon de convergence R > 0. Alors f = )_ f, est de
n=0
est le rayon de convergence. C/GSSG <€Oo sur ] - R,R[, ef se dérive fel’me d Tel’me sur
o t Hon i enéral cetintfervalle : pour tout k > 1, pour fouf x €] - R, R[, on
N ne peuf rien dire en genéral en +R. DGUT écrire
+00 1 +00 1
N L. ®) () = n! n-k _ y (P+E! P
n Continuité de la somme d’une série en- [P = r;k T Tl pz::O o kT
tiere
(foutes ces séries ayant le méme rayon de conver-
Propriété 12 : Convergence normale, version réelle GEMED ) *
(0
. . o On a adlors ay = )
Soit R le rayon de convergence de la série entiere k!

Zanx", et f:x— apx™.
SiR>0, Z fn converge normalement, donc unifor-
mément sur fout segment inclus dans ] — R, RI.

n Primitivation de la somme d’une série
entiere
Corollaire 2: Continuité sur l'intervalle ouvert de
convergence

Propriété 14
Lasomme d’une série entiére de rayon de conver- o .
gence R est continue surl'intervalle ouvert de conver- On suppose que la série entiere 3 apx" a un
gence|-R,RL nz0

rayon de convergence R > 0. Alors les primitives de
+00
f: x— Y apx" sur]-R,R[ sont données par
n=0
- IS . i n+1
E Théoréme d’Abel radial Fixm FO+ Y an—.
n=o N+l
Théoréme 1 : d’Abel radial (Cette série entiere ayant encore pour rayon de

convergence R).
Si la série entiére Y ayx" a pour rayon de conver-

gence Re)0,+oo| et si Y anR" converge, alors

+00 +00
Zounx" s Y anR".
n=

n=0
m FONCTIONS DEVELOPPABLES EN SERIE EN-
TIERE
Corollaire 3 : Extension (HP)
i’y an(-R)" converge alors n Définition

+00 +00
> anx" — 2 an(-R". Définition 3 : Fonction DSE
n=0 x—==R" ;=0

Soit r >0, f une fonction & valeurs réelles ou com-
plexes définie au moins sur |-, r[; on dit que f est dé-
veloppable en série entiére sur ] - r, [ lorsqu’il existe

Corollaire 4 : Extension (HP) une série entiere Y a,x" de rayon de convergence
n=0
SioeR fixé, etsiy ap (Reie) converge, alors Qu moins €gal a r felle que

+00
169 i +00 . Vxel-rr| f(x)= anx"
Z anxnelnﬁ_: Z aanelnG f nz::0 n
n=0 x—R~ ;5
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E Stabilité
Propriété 15 : Opération sur les fonctions DSE

Toute combinaison linéaire, fout produit, la déri-
vée, foute primitive d’une fonctions développables
en série enfiere sur1—r,r| le sont,

Condition nécessaire, série de Taylor

Définition 4 : Série de Taylor

Soit f une fonction d’une variable réelle, & valeurs
réelles ou complexes, de classe ¥*° au voisinage de
0 (i.e. de classe €°° sur au moins un certain intervalle
1-6,6[ avec 6 >0). On appelle série de Taylor de f la
série entiere

Z f(n) (0) "

— X .

|
nso M

Propriété 16 : condition nécessaire et unicité

Si f est developpable en série entiére sur | —r,r|
(r>0), elle est de classe €°° surl—r,r[ et somme de sa
série de Taylor sur cet intervalle (cette série de Taylor
a donc un rayon de convergence au moins égal &
r).

Il'y a donc unicité du développement en série en-
tiere s’il existe.

Propriété 17 : Unicité du DSE

+00 +00
Sivxel-rrl f(xX) =) anx" =) byx" (ON suppose
n=0 n=0
r >0, et on suppose que les rayons de convergence
de chacune des séries sont > r), alors

(n) (o
VnelN, an:bnzf '( ).
n!

Propriété 18 : Unicité bis du DSE

+00 +00
Sivxe€lo,rl, f(x)= ) anx" =) bpx" (0N suppose
n=0 n=0
r >0, et on suppose que les rayons de convergence
de chacune des séries sont > r), alors

() (o
VnelN, an:bnzf n'( ).

b
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n Critére de développabilité en série en-
tiere

Propriété 19 : Criteére de développabilité en série en-

tiere
Soit f une fonction de classe C*® sur]—r,r[ (r >0),

a valeurs réelles ou complexes.
On note, pour tout x €] —r,r|,

n  r(k) 0
Rp(x)=f(x)— ), %xk.
k=0 ©

Alors f est développable en série entiére sur]—r,r|
si et seulement si, pour fout x dans 1-r,r[, la suite
(Rn(x) .y CONVerge vers 0.

m DEVELOPPEMENTS EN SERIES ENTIERES DES
FONCTIONS USUELLES

n Fonctions d’une variable complexe

n Exponentielle complexe

Propriété 20 : Série exponentielle complexe

Pour fout ze C,
+00 Zn
exp(e) = ), — (R=+00)
n=0

Corollaire 5 : Morphisme

Pour tous z et z' dans C,

exp(z+2z') =exp(z) exp(z)).

n Série géométrique

Propriété 21 : Série géométrique
1 +00
Pour tout ze C fel que |zl <1, — = )_ 2" (R=1).
-z %o
E Exponentielle réelle

Propriété 22 : DSE de e*

La fonction x — e* (c’est-a-dire I’'unique solution
de I'équation différentielle y' = y qui prend en 0 la va-
leur 1) est développable en série entiére sur R, et

X +ooxVL
VxeR, e* =) - (R=+00)

n=0 "
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Fonctions trigonométriques et hyperbo-
liques

Propriété 23 : DSE de cosx, sinx, chx et shx

Les fonctions sin, cos, ch, sh sont développables en
série entiére sur R (R = +o0), et

+00 . x2n +00 . 2n+1
VxelR, cosx= -1 , sinx= - —-

,;0( J 2n)! n;o( ) 2n+1)!

+00 x2n +00 x2n+1
VxelR, chx:Z—, shx:Z—

n=o 2n)! n=o 2n+1)!

n Fonctions x — (1 + x)?

Propriété 24 : DSE de (1 + x)¢

Pour tout a réel, la fonction x — (1+x)* est déve-
loppable en série entiere sur1—1,1[ (R=1).

0“1)~~~(“—"+1)xn.

+00 CZ(
Vxel-1,1[ A+x)%=1+ ) p

n=1

Si a € IN, le développement est valable dans R
(R = +00).

Corollaire 6 : DSE de
1+x

+00o
En particulier, pour fout x €] —1,1[, 1; =Y x"et
—X  p=0

L—Jio(—l)”x” (R=1)
l+x /= e

E x—In(l+x), x—In(1-x)

Propriété 25 : DSE de In(1 + x) et In(1 — x)

x—In(1-x) ef x— In(1 + x) sont développables en
série entiere sur1-1,1[ (R=1) ef

+00 n

Vxel-1,1[ Ind-x)= )

n=1

—X

n

+o00 (_1\n—1,n
Vxel-1,1[, InQ+x) =) D" x

n=1 n

n Arctan, Arcsin

Propriété 26 : DSE de Arctan

Arctan est développable en série enfiere sur1-1,1[
(R=1) et

oo (1 nx2n+1

Vxe]-1,1[, Arctanx= ) (St

n=o 2n+1
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m QUELQUES METHODES

n Développements en séries entiéres

T\

Méthode 4
1. Utilisation des DSE de fonctions usuelles : opérations
usuelles, intégration, dérivation, produit de Cauchy.
2. Décomposition en éléments simples d’une fraction ra-
fionnelle.
3. Utilisation d'une équation différentielle (voir preuve
pour (1+x)%):
(a) Supposer (analyse) avoir une fonction DSE avec
un rayon R > 0.
(b) Traduire le fait qu’elle soit solution de I'équation
différentielle (en général par équivalences).
(c) Endéduire ses coefficients par unicité de ceux-ci
(en général, on a une relation de récurrence).
(d) Vérifier qu’effectivement, le rayon est > 0 (syn-
these).
(e) Exprimer éventuellement la solution avec les
fonctions usuelles.

E Calcul de somme d’une série entiére

Méthode 5 : Utilisation les DSE des fonctions
usuelles

1. Si P e C[X] non nul, pour calculer la somme des sé-
. " p .
ries entiere Y P(n)x" et Z%x", on décompose P
dans la base (Qy); ol Qy = 1, Q) = X, et pour tout &,
Qr=XX-1)---(X-k+1), aofin de faire apparaitre des
séries entieres dérivées ou primitivées.

2. Décomposition en éléments simples d’une fraction ra-
fionnelle.

3. Intégration ou dérivation terme & terme.
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