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A.

Lycée Leconte de Lisle — La Réunion
Limites et integrales

= Suites d’intégrales
On dispose principalement de deux résultats :

* La convergence uniforme : demande d'éfre sur un segment, fonctions confinues et surtout la
convergence uniforme elle-méme, pas toujours facile & montrer.

* La convergence dominée : plus simple car, justement, une convergence simple suffit. Sur un
intervalle quelconque, y compris un segment, I'hypothése de domination, & connaitre parfai-
tement, garantit I'intégrabilité.

Si aucun des résultats ne s'applique, c'est plus compliqué. On passe par des techniques standards
comme les changements de variables, I'intégration par partie (prudente, sur un intervalle quel-
conqgue), le découpage d'intégrale...

» Le découpage d'intégrale s'effectue par relation de Chasles en essayant de visualiser ou
I'intégrale se concentre lorsque n grandit. Il faut en général sortir les ¢ & co. et ce n'est pas
toujours simple a rédiger (type Césaro...)

+ Pour desrecherches d'équivalent, on effectue souvent un changement de variable pour sortir
le n de sous l'intégrale, qui peut étre suivi d'une application du théoreme de convergence
dominée.

= Sin apparait également dans les bornes de I'intégrale, on s'en débarrasse soit par un change-
ment de variable, soit en faisant apparaitre sous I'intégrale une fonction indicatrice 1; pour se
ramener & un intervalle fixe. Cependant, si n apparait seulement dans les bornes, on conclut
directement, avec des résultats d'intégrabilité ou de continuité par exemple.

b
¢(x,1)dr peuvent se faire viales outils surles suites :

*

Des calculs de limites de fonctions f : x —
il suffit de passer par la caractérisation séquentielle.

= Interversions séries intégrales
Par ordre décroissant de fréquence, on dispose de trois méthodes principales.

* Le théoréme avec la convergence de ZNl(fn) et sa version plus simple pour les fonctions &
valeurs réelles positives : dans ce cas, la convergence simple de la série de fonction permet
d'intervertir directement, qu'il y ait convergence ou non, en travaillant dans R* u{+oo}.

= Si I=[a,b] est un segment sur lequel les f, sont continues, on peut regarder si Zf,, converge
uniformément.

Le plus agréable serait qu’elle converge normalement, donc que ZNw(f,,) converge.
En fait, lorsque c'est cas, comme N, < |b—a| N, le premier théoreme s'applique aussi, mais
c'est plus long & rédiger.

+00

* Aucun des deux théorémes précédents ne s'applique. Posant alors S = Zf,,, on écrit, pour
n=0

n +00
tout n>0, S:ka + R, avec des notations habituelles : R, = z fe-

k=0 k=n+1
Si on montre, par exemple avec I'aide du théoréme de convergence dominée, que

b
f R, (r)dt —=0 c'est fini (et des majorations type Théoréme Spécial sur des Séries Alter-
n—+0Qo

a
nées peuvent étre utiles...).

On peut aussi appliquer le théoréme de convergence dominée a S, & condition d'étre cao-
pable d’estimer la somme partielle...

Limites de suites d’intégrales
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@ Wallis Démontrer que la suite de terme général f sin” rdt converge, donner sa limite en

0
appliguant un théoreme puis en effectuant un découpage.

@ utilité de I'hypothése de domination
. ) . 1
Définissons, sur [0,1], f,, contfinue affine par morceaux nulle en 0 et sur [? 1], et prenant en
n
1
—— la valeur n+1.
n+1

Etudier la convergence simple de (f,) et la convergence de (j fn)

[0,1]
CCINP 25 @ CCINP 26 @ CCINP 27

neN’

@ Calcul de limite d’'une transformée de Laplace

+00 iy

Montrer que f dt a une limite quand x — +o0; la calculer.

0 1+1¢2

Théorémes de la valeur initiale et de la valeur finale

Soit f une fonction continue sur [0,+o0[, ayant une limite (finie) en +oo. On sait alors qu’elle
+00o

est bornée. On définit, si x>0, F(x)= e *! f(t) dt. Montrer que xF(x) a des limites en 0 et en

+00, les calculer.

B Utilisation pour le calcul d’une intégrale semi-convergente

+oo .
s L sint
Montrer que I'intégrale généralisée I:J Tdt converge.
0
+00 .
_,SIint
e Xt

t

On définit, si x >0, F(x)=f dr.

0
Calculer la limite de F en +oo.

Puis montrer que F(x)—()»F(O), autrement dit que F est continue en 0.
x—

X .
" . t . s
On pourra utiliser la fonction g: x —»j %dt ef I'exercice précédent.

0
@ CCINP 50

B. Avutres exercices

1
m On pose I, :J
0

et frouver un équivalent de 1, —¢.

u , . .
Tt un pour n € N. Démontrer que la suite (I,,) converge vers une limite ¢,
u
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1
@ Soit f réelle continue sur[0,1]. Montrer que la suite de terme générall nj t"f(t) dr admet
0
pour limite f(1)

1
@ Déterminer, si elle existe, la limite de la suite de terme général f 1];(;)1*

0

dt oU f est une

fonction continue sur le segment [0,1].

@ Soit f continue sur [0,1].

. Déterminer la limite £ quand n tend vers l'infini de J

f

2. Onsuppose f dérivable en 0 telle que f flu ——————du#0.

f
1+t

Déterminer un équivalent de J

m Oral Mines-Centrale Soit f continue sur [0,1], & valeurs réelles. Etudier la convergence
de la suite de terme général j f(en
0

+o00o

@ Oral Mines Etudier la limite de la suite de terme général j exp(—t")dt.

0
1 tn
Trouver un équivalent quand n — +oo de —dr
o V1+in

n
Pour tout entier naturel non nul n, on définit 1, :J (1—%)"lnx dx .

0

Démontrer que la suite (I,,) converge vers une limite que I'on exprimera sous forme intégrale.

m Oral CCINP Soit [a, 8] un segment réel; soient (a,,) et (b,) des suites telles que, pour tout n,

a<a,<b,<p et(a,)tend vers a, (b,) tend vers B. Soit (f,,) une suite de fonctions réelles continues
sur [a, B] convergeant uniformément vers une certaine fonction f.

by

1. Etudier la convergence de la suite de terme générall fu(t) dt
1+1/n
2. Soitg : [1,e]— R continue. Montrer que la suite de terme général nJ g(t")dt converge
1
e
versf @ds.
1 N
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2. Interversions séries-intégrales

A. Exercices vus en cours
19) R
Monftrer que —
we | g2

m On suppose que (a,) est une suite de nombres complexes telle que >'|a,| converge. On

+00
définit, surR, f : t— Z a,sin(pt).
p=1

1 s
Montrer que, pour tout meN,, EJ sin(mt)f(t)dt = a,,.

@ Montrerque [ —dr~ io D"
d o ltet )
(22) ccine s

B. Autres exercices

@ CCINP 49

m Montrer, en utilisant des séries géométriques, que

1 2 +00 +oo .
In® ¢ —1)" smt Int 1
L gy E ar=S ! Ld -S>
o 1+12 n:0(2n+1)3 o €—1 P 0n2-+—1 nZ

1
. . t"Int - . U
@ Oral Mines Soit I, =f - nl dz. Calculer la limite de 1,,, puis un équivalent de I,,.
o 12—

x2n+1 Inx
Pour nelN, on pose f,: x — o1

x2
.
=1

1. Montrer que f, est intégrable sur 1o, 1[. 1
1 - h—
k2

3. Montrer que J, =
On note ]n:f fu(t)dr. k=n+1
0

2. Déterminer la limite de (J,,),,. 4. Donner un équivalent de J,,.

' ta71 NS (_l)n
. Poura>0et b>0 montrer que dt = E
o L+1P £

:0a+nb

1"
3n+1’

2. Calculer Z
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m Oral ENS : Une preuve du théoréme de d’'Alembert-GauB

1 (T
“an ), 70"

Pour f € ¢'(R,C*), fonction 2r-périodique, on pose I(f)

1. I est-elle définie @
" 16)
2. En utilisant y(¢)=exp (j 70) de), montrer que I(f)€Z.
0

Soit P un polyndme complexe. On pose fp(t)= P (e'!). On admet le théoréme de d’ Alembert-
GauB dans la question 3, mais pas dans la question 4.

3. Caractériser I(fp) & I'aide des zéros de P.
4. En utilisant P(rel*) pour r variable, donner une preuve du théoréme de d'Alembert-Gaus.
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