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Corrigé Devoir en Temps Limité n° 4 Centrale

SUJET MINES-CENTRALE

Probleme 2 : Caractérisation des comatrices

1. Regarde les n? équations polynomiales qui définissent les ccefficients de ¢(t) = ZtiAi : chacune a
=0

2.

plus de r racines en étant de degré au plus r, donc

(a)

(o)

(chocun des ccefficients de chacune des matrices A; est nul)

Chacun des cceefficients de Com(A—t1,,) est un cofacteur, donc plus ou moins un mineur qui est
un déterminant de taille n—1 de type polynéme caractéristique dans lequel ¢ apparait au plus
une fois dans chaque ligne et colonne.

La formule du déterminant (detM = Z e(0)My)1 - . My(n-1),n—1) dONNE UNEe combinaison linéaire
0eS,

de termes polynomiaux de degré au plus n—1, donc chaque ccefficient de Com(A—t1,,) est un

terme polynomial de degré au plus n—1 en t.

n—1
On a donc bien des matrices R,...,R,_; telles que, pour tout t € C, [Com(A—tI,)] =Zt"Ri.
i=0

provient de la premiére question carsi R,,...,R,_; d'une part et S,,...,S,_; d'autre part

n—1
conviennent, alors pour tout r e C, Z t'(R;,—S;)=0 et donc pour tout i, R; =S;.
i=0

Comme 0 est racine de y4(0)— x4, X divise y4(0)— x4 €t le polyndme P est bien défini.

On a XP =(—1)"(y4(0)— x4) donc, en évaluant en AT, ATP (AT)=(—1)" (7 (0)L, — ya(AT)).

Or A et AT on méme polyndme caractéristique car le déterminant est invariant par transposition.
Donc y4(AT)= y . (AT)=0, d'apres le theéoréme de Cayley-Hamilton. Ainsi,

ATP (A7) = (=1)" yA(0)I,, = (—1)" det(—A), = (det A)1,.

On fait une disjonction de cas selon I'inversibilité de A (donc de AT) :
« Si A estinversible, AT I'est ef on a alors

P(AT)=(det A)(AT) " =((detA)A™")" = Com A

d'aprés la formule de la comatrice.

« Le cas oU A n'est pas inversible est vraiment difficile et demande d'utiliser les questions précé-
dentes.

On peut toujours écrire ATP,(AT)=(det A)I,, quelle que soit la matrice A, oU on note plutét P = P,.

A—tI, est inversible pour tout ¢ qui ne soit pas valeur propre de A qui n'en posséde qu'un
nombre fini.

En appliquant le cas précédent, on obtient, pour ¢ ¢ SpA, Py, (A—tI,)") = Com(A—t1,). En
fransposant, on obtient Py_,; (A—t1,)) = [Com(A—tL,)]" (par linéarité de la transposée et
BCT=CTBT, on a bien pour tout polyndme Q et matrice carrée B, Q(B)=Q(BT).)
Donc, d'aprés la question précédente, on a des matrices R,,...,R,_; telles que

n—1

Py, (A—tl,)= Z t' R;. (1)
=0
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3.

(a)

(o)

(c)

(a)

(o)

L. t)— X+t
Ecrivons ya_ = det(X T, —(A—t1,)= 74X + 1), donc Py, = (-1 ZAD— LA+ 1)

X
On peut poser y =§n:a~X" Alors P, =(—1)"§n:a'w (-1 ”“iZa H(X+1)" et
! i=0 l ' B i=1 l X i=1 j=0
Piyy (A—tl,)= "“ZZa th AT f—z( 1)+t Z aiAi_l_j)tj. (2)
i=1 j=0 i=j+1
Par (1) et (2) et parla question 1, C\Sp A étant infini, Com AT =R, = ”“Za A" =P,(A) donc

en transposant, | Com A= P (AT).

Si A est de rang n, elle est inversible ef, avec la formule de la comatrice, Com A I'est aussi donc

(ComA est de rang n)

De plus, Com A = (detA)(A™")" = (detA)(AT)' et comme Com A est inversible, on a aussi

A
Com(Com A) = (det(Com A)) (Com A7) = JetComA)
detA
Or, en prenant le déterminant de la formule de la comatrice, on obtient
det Adet(Com A) = det((det A)I,,) = (det A)"

donc det(ComA)=(detA)"! (avec detA#0).

Finalement, (Com(ComA) = (detA)"_ZA)

SiAestderang n—1 etsi Ly,...,L, sont les lignes de A, (ComA)x L; n'a pas de sens, nous allons
plutdt calculer (ComA) x L.
Comme (ComA) x AT = (detA)I, = 0,, pour tout i € [1,n], LlT est la i® colonne de AT et donc

GComA) x L] est la ie colonne de 0, soif la colonne nulle)

Ainsi, pour tfout i €1, n], LIT €Ker(ComA). Comme AT est de rang n—1, la famille de ses colonnes I'est
aussi, donc dim(Ker(ComA)) > n—1 et comme ComA n'est pas nulle, car au moins un des mineurs
de A est non nul vu que rgA = n—1, on a dim(Ker(ComA)) = n—1, puis, par théoreme du rang,

rg(ComA)=1.

SirgA<n—2, alors tous ses mineurs sont nuls donc

On suppose M et N sont inversibles, donc M N I'est.
Alors Com(M N) = det(MN)((MN)™)" = det(M)det(N)(N"'M~1)" = det(M)det(N)(M~)" (N!)" donc

(Corn(MN) =ComM ComN)

La question revient & montrer que si || est assez petit, alors M(t)=M —tI, et N(t)= N —tI, sont
inversibles, donc t ¢ SpM NSpN. Or M et N ne possédent qu'un nombre fini de valeurs propres

non nulles. Il suffit de prendre |¢| plus petit que min(a, f) oU @ = min |A| si Sp(M) # {0} et 1 (par
AeSp(M)\{0}

exemple) sinon, et B = Sn(nn\{o}|)t| Si Sp(N)# {0} et 1 sinon.
€.
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(c)

(d)

(o)

(c)

(a)

Alors M(t) et N(t) sont inversibles et la question précédente donne

[Com(M(t)N( t))= Com(M(t)) Com(N(t)))

Les ccefficients de la comatrice sont des cofacteurs qui sont eux-mémes des combinaisons li-
néaires de produits de ccefficients de la matrices.

Donc lorsque ¢t — 0, Com(M(t)) — ComM, Com(N(t)) — ComN et Com(M(t)N(t)) — Com(MN) en
regardant ccefficients a ccefficients.

Ensuite, le produit matriciel donnant des somme de produit, on va bien avoir, foujours coefficients
& coefficients, Com(M(¢))Com(N(¢)) — Com M Com N .

Finalement, par unicité de la limite, en utilisant la question précédente,

(Corn(MN) =ComM ComN)

Autre rédaction possible : utiliser 2.a pour voirI'égalité de la question précédente comme une écri-

ture
2n—2 2n—2

Z t'R; = Z t'S; pour une infinité de ¢, et déduire de la premiére question que I'égalité est aussi
i=0 i=0
vraie pour t =0, ce qui permet de conclure.

Si M est une matrice de projection, M? =M et avec la question précédente,
ComM =Com(M?)=(ComM)*

donc CComM est aussi une matrice de projec’rion)

Soit p projection canoniquement associée a A. Dans une base adaptée a
C"=Imp ®Kerp =Ker(p—id)®Kerp,

In—l On—l,l
Ol,n—l 0

Alors GA =yp=XX-— 1)”—1)

On utilise 2.b : Com A= P (AT). Orici y4(0)— ya(X)=—ya(X)donc P=(-1)""1(X-1)"'=(1-X)"1.Ona
donc, ComA = (I, —AT)""!. Mais AT est aussi une matrice de projection car idempotente, et I, — AT

quireprésente la projection associée est aussi une matrice de projection donc| ComA=1,—AT.

Si M est une matrice de projection de rang 1 dans .#,,(C), soit A=I,—MT. Alors A% =I,—2MT+(MT)?
car I, et MT commutent.

Donc A?=1I,—2MT+(M?)" =, —2MT+MT=1,—MT = A car M est une matrice de projection.

Ainsi, A est une matrice de projection. Reste & voir que son rang est n—1. Or

la matrice de p est B =( ) qui est donc semblable a A.

rgA=dim(ImA)=dim(Im(I, —M"))=n—dim(Ker(I, —M"))=n—dim(ImMT)=n—rgM" =n—rgM =n—1

car MT est aussi une maftrice de projection.

Ainsi, avec la question précédente, (ComA:M qui est une como’rrice)

M est de rang 1 donc 0 valeur propre et dim Ey(M)=dimKerM =n—1.
Donc on a a € C* tel que M est semblable & diag(a,0,...,0) et donc

G—IM est une matrice de projec’rion)
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7.

(o)

(a)

(o)

Avec 5.c, on a A telle que a™'!M =Com A, donc M =a ComA. Soit b € C une racine n—1¢ de a (il en

existe toujours, n—1>2), alors| M =Com(bA) | par n—1-linéarité des mineurs de bA.

A est de rang 1 donc 0 est valeur propre et le sous-espace propre associé est de dimension n—1.
Comme A n'est pas diagonalisable, il n'y a pas d'autre valeur propre.

Soit u endomorphisme canoniguement associé a A, F un supplémentaire de Ker u.

0 ... 0 a

Dans une base adaptée a Keru e F = C", la matrice de u est de la forme B = 5 :
a,

o ... 0 a,

Mais comme 0 est la seule valeur propre, a, =0 et on a alors B2=0, donc u?=0 et

Comme u? =0, Imu c Keru. Soit e; # 0 un vecteur directeur de la droite Imu. alors (e;) est une
famille libre de Keru qu'on compléte en (ey,...,e,_;) base de Keru. Comme e; € Imu donc on a
e, € C" tel que ule,)=e,.

On vérifie que Ker u ® Vect(e,) = C" : on a bien dimKeru+1=n et si x € KerunVect(e,), on a A C tel
que x = Ae, €Keru et u(x)=0= Au(e,) = Ae, avec e, # 0 donc A =0 puis x =0 donc la somme est
bien directe.

Finalement, (ey,..., e,) est une base de C" et par construction, la matrice de u dans cette base est

0 0 1
0. . 00 ‘
Ay=|:". . :[semblable & A.
0 00
0 -1
1 (0)
L’endomorphisme canoniquement associé a D, = est
(0) 1
0

V(X1 Xp) = (=X, Xy e ety X1, 0).

Alors v2:(xy,...,x,)— (0, xy,...,X,_1,0) donc v>—v :(x,,..., x,) — (x,,0,...,0) donc m
Puis vo(v2—v)=1v3*—v2=1v2—v?2 =0 donc et comme A, est un polyndme en D,, elle

commute avec D, ;| A;D,=0,,.

Enfin, dans Dy, les colonnes 2 & n sont libres (colonnes de la base canonique au signe prés) et la

premiére colonne est nulle donc

Soit Pe 9.2 ,(C) telle que A=PA,P~!. On pose D=PD, P~

Alors, vu les résultats de la question précédente, (DZ —D=AetAD=DA= 0)

1 0 ... 01

| 0 0 .. 00
Puis| rg(l,—D) J=rg(l,—D)=18| : D
00 .. 01

Puis, comme dans la question précédente v?=v3, D? =D} et
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X 1
X—1 (0)
(d) Onayp=yxp = donc GD =X2(X—1)"2)-
(0) X—1

X
Puis avec la question 2.b, P =(—1)""X(X —1)"2=—-X(1—X)"2 et ComD =—DT(I,—DT)" 2.

Mais avec la question précédente, pour tout k> 2, D¥ = D2 donc (DT)* =(DT)? et comme I, et DT
commutent, par la formule du binbme de Newton,

n—2
COInD——Z( )( DF (DT = —DT—Z(”;Z)(—D’C(DT)Z

=—DT—(1-1)"2-1)(DT)

et comme n—2>0, CComD =—DT+(DTY :AT)

(e) Avec les deux questions précédentes, (A =(ComD)"= Com(DT)) cette derniére égalité découlant

de la définition de la comatrice.

8. D'apres 3, les comatrices sont soit inversibles, soit de rang 1, soit nulles.
Réciproquement,
. . . 1 . .
= Si A estinversible, A= ———— Com(ComA) = Com(aComA) oU «a est une racine (n—1)¢* de ——
(det A)n—2 (det A)n—2
donc A est une comatrice.

« Si A estderang 1, gu'elle soit ou non diagonalisable, c'est une comatrice d'aprés les questions 6
et7.

= Si A est nulle, alors A=ComO0,,.

(Finolemen’r, les comatrices sont exactement les matrices de rang 0,1 ou n)
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