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Problème 2 : Pour tout C ∈Mn (C),det
�
In +C C
� ∈R+ : CCINP PSI 2021

I. Deux cas particuliers

1. Soient c1, . . . , cn les cœfficients diagonauxdeC , alors det(In +C C ) =
n∏

i=1

�
1+ |ci |2� est un réel, est supérieur à 1

et est égal à 1 si et seulement si pour tout i ∈ ¹1, nº, 1+ |ci |2 = 1 (si l’un deux était > 1, le produit le serait

aussi) si et seulement si tous les ci sont nuls si et seulement si C = 0.

2. On écrit C = P D P −1 avec P ∈GL n (R) et D diagonale.
Alors det
�
In +C 2
�
= det
�
P
�
In +D 2
�

P −1
�
= det
�
In +D 2
�
= det
�
In +D D
�
car D réelle. La question précédente

s’applique : det
�
In +C 2
�
⩾ 1 avec égalité si et seulement si D = 0 si et seulement si C = 0.

3. Il suffit d’appliquer le morphisme de conjugaison à la définition du déterminant

det A =
∑
σ∈Sn

ϵ(σ)aσ(1),1 · · ·aσ(n ),n .

4. On a, comme C est à cœfficients réels et avec la question précédente,

det
�
In +C 2
�
= det((C + iIn )(C − iIn )) = det(C + iIn )det(C − iIn ) = det(C + iIn )det

�
C + iIn

�
= det(C + iIn )det (C + iIn )

donc det
�
In +C 2
�
= |det (C − i In )|2 ∈R+ et det

�
In +C 2
�
= 0 ssi det (C − i In ) = 0 ssi i ∈ Sp(C ).

II. Le cas général

1. On calcule
�

In −C
C In

��
In 0
−C In

�
=

�
In +C C −C

0 In

�
. En utilisant la propriété des déterminants triangulaires

par blocs, on obtient en prenant le déterminant det

�
In −C
C In

�
×1= det
�
I +C C
�
.

2. On a directement Mat(e2,e1)(φ) =

�
u t
s r

�
avec la définition : u (e2) = ue2+ s e1 et u (e1) = t e2+ r e1

3. Si u est l’endomorphisme canoniquement associé à
�

R S
T U

�
, (e1, . . . , e2n ) la base canonique de Cn ,

alors la matrice de u dans la base (en+1, . . . , e2n , e1, . . . , en ) est
�

U T
S R

�
et la matrice de u dans la base

(e1, . . . , en ,−en+1, . . . ,−e2n ) (libre de bonne taille) est
�

R −S
−T U

�
donc

�
R S
T U

�
,
�

U T
S R

�
et
�

R −S
−T U

�
sont semblables.
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4. D’après la question précédente, C0 est semblable à
�

In C
−C In

�
qui est semblable à

�
In −C
C In

�
=C 0.

Le polynômecaractéristiqueétant un invariant de similitude, et avec la question I.3, on obtientχC0
=χC 0

=χC0

donc χC0
∈R[X ].

5. (a) Soit
�

X
Y

�
∈M2n ,1(C). C0Ω

��
X
Y

��
=C0

�−Y
X

�
=

�−Y −C X
−C Y +X

�
=Ω

��
X −C Y
C X + Y

��
=Ω

�
C0

�
X
Y

��
.

(b) Vérification immédiate : pour tout
�

X
Y

�
∈M2n ,1(C), Ω ◦Ω

��
X
Y

��
=−
�

X
Y

�
, donc Ω2 =− id.

(c) Se vérifie directement avec la définition de Ω.

6. Soit
�

X
Y

�
∈M2n ,1(C)\{0M2n ,1(C)} et λ,µ ∈C tels que λ

�
X
Y

�
+µΩ

��
X
Y

��
= 0 donc λX −µY = 0 (1) et λY +µX = 0 (2).

Alors λ(1)+µ(2) donne
�|λ|2+ ��µ��2�X = 0 et −µ(1)+λ(2) donne �|λ|2+ ��µ��2�Y = 0. Or soit X 6= 0, soit Y 6= 0 donc

|λ|2+ ��µ��2 = 0 ce qui donne λ=µ= 0 car on somme des nombres positifs :
��

X
Y

�
,Ω

��
X
Y

���
est libre.

Soit P = Vect

��
X
Y

�
,Ω

��
X
Y

���
. On a, Ω
��

X
Y

��
∈ P et Ω
�
Ω

��
X
Y

���
= −
�

X
Y

�
∈ P en utilisant 5.b, donc

P est stable par Ω.

7. Un vecteur de E ∩Vect

��
X
Y

�
,Ω

��
X
Y

���
s’écrit U =α

�
X
Y

�
+βΩ

��
X
Y

��
∈ E avec α,β ∈C.

En composant par Ω, avec la question 5, on obtient Ω(U ) =αΩ
��

X
Y

��
−β
�

X
Y

�
∈ E par stabilité de E .

Mais alors αU −µΩ(U ) = �|α|2+ ��β ��2��XY
�
∈ E . Comme

�
X
Y

�
/∈ E , |α|2+ ��β ��2 = 0 donc α=β = 0.

Ainsi, E ∩Vect

��
X
Y

�
,Ω

��
X
Y

���
= {0M2n ,1(C)}.

8. Soit U ∈ Fλ. On montre que Ω(U ) ∈ Fλ.
Or
�
λI2n −C0

�
Ω(U ) =λΩ(U )−C0Ω(U ) =Ω(λU )−Ω(C0U ) par la question 5. En observant la définition de Ω, on

peut alors écrire,
�
λI2n −C0

�
Ω(U ) =Ω(λU −C0U ) =Ω((λI2n −C0)U ).

En réitérant αλ fois, on obtient
�
λI2n −C0

�αλ Ω(U ) =Ω ((λI2n −C0)αλU ).
Or χC0

∈ R[X ] d’après 4, donc αλ = αλ et
�
λI2n −C0

�αλ Ω(U ) = Ω ((λI2n −C0)αλU ) = Ω(0) = 0 car U ∈ Fλ et par
linéarité.
Finalement, Ω(Fλ)⊂ Fλ et comme, par 5.b, Ω est un isomorphisme, dimΩ(Fλ) = dim Fλ = αλ = αλ = dim Fλ en
utilisant le résultat admis.

Ainsi, Ω(Fλ) = Fλ.

9. Soit λ ∈ Sp(C0)∩R. D’après la question précédente, Fλ est stable par Ω.
Soit Fλ =M2n ,1(C) et Fλ de dimension paire (2n), soit on peut trouver U ∈M2n ,1(C) \ Fλ.
Alors d’après 6 et 7, on a un plan P1 stable par Ω tel que Fλ et P1 sont en somme directe.
Soit E1 = Fλ⊕P1. E1 est stable par Ω car Fλ et P1 le sont et de dimension dim Fλ+2. Soit E1 =M2n ,1(C) et Fλ
est de dimension paire (2n −2), soit ce n’est pas le cas et on peut réitérer.
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Par récurrence, tant que le procédéne s’arrête pas, on construit des plans P1, P2, . . . , Pk tels que Ek = Fλ⊕P1⊕· · ·⊕Pk

est un sous-espace stable par Ω et P1, . . . , Pk des plans stables.
Comme dim Ek = dim Fλ+2k est strictement croissante et majorée par 2n , le procédé s’arrête, donc on

a un k tel que Ek = Fλ⊕P1⊕ · · ·⊕Pk =M2n ,1(C) et donc dim Fλ = 2n −2k est paire.

10. Comme χC0
est scindé, det C0 =

∏
λ∈Sp C0

λαλ .

Or dans ce produit, soit λ ∈ R et d’après la question précédente, λαλ ∈ R+, soit λ ∈ C \R et comme
χC0
∈R[X ], λ ∈ SpC0 avec αλ =αλ et en rassemblant λ et λ on obtient |λ|2αλ ∈R+.

Finalement, det C0 ∈R+.
Remarque : avec un résultat vu en TD, on obtient bien det C0 = det

�
In +C C
�
car In est inversible et

commute avec C .

Fi n
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