Corrigé Devoir en Temps Limité n°4 CCINP

Probléme 2 : Pour tout C € .#,(C),det(I, + CC) e R* : CCINP PSI 2021

I. Deux cas particuliers

n
1. Soient ¢y, ..., c, les coefficients diagonaux de C, alors| det(I, + CC)= l_[(l +lc;?) est un réel, est supérieur & 1
i=1

et| est égal &1 |siet seulement sipour tout i €[[1,n], 1+|c;]> =1 (sil'un deux était > 1, le produit le serait

aussi) si et seulement si tous les ¢; sont nuls Gi et seulement si C :0)

2. Onécrit C=PDP~! avec P 9% ,(R) et D diagonale.
Alors det (I, + C?) = det(P (I, +D?)P~') = det(I, + D?) = det(I, + DD) car D réelle. La question précédente

s'applique :| det(I, + C?)>1 avec égalité si et seulement si D =0 si et seulement si C =0]

3. Il suffit d'appliquer le morphisme de conjugaison & la définition du déterminant

detA= Z 3(0')“0(1),1 “Ao(n)n-

ogeq,

4. On a, comme C est a ceefficients réels et avec la question précédente,

det(I, + C*)=det((C +il,)(C —il,)) = det(C +il,)det(C —il,) = det(C +iI,)det(C +iI, ) = det(C +il,)det(C +1iI,)

donc Get(ln +C?)=|det(C—il,)’ € IR*) et (det([n +C?)=0ssidet(C—il,)=0ssii eSp(C)]

Il. Le cas général

I, =C\(I, O© C - . s , . . .
1. On calcule (E I )(—E I ): (I" +0CC IC). En utilisant la propriété des déterminants friangulaires

. . . I, —C —
par blocs, on obtient en prenant le déterminant det(En p ) x1=det(I+CC).

. t P
2. On a directement| Mat, . )(¢)= (’: r) avec la définition : u(e,)=ue, +se, et u(e;)=te,+re;

. . . .. . [R S .
3. Si u est 'endomorphisme canoniquement associé a (T U)’ (ey,...,e,) la base canonique de C",

. u T .
alors la matrice de u dans la base (e,41,...,en,€1,...,€,) €st (S R) et la matrice de u dans la base

R =S
-T U

R S u T R =S
(T U)'(S R)e‘r(_T U)son‘rsemblobles.

(e1,...,en,—€pt1,...,—e,) (libre de bonne taille) est (
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4. D'aprés la question précédente, C, est semblable & ( & C) qui est semblable & (I” _C) =C,.

—C I, c I,
Le polynéme caractéristique étant uninvariant de similitude, et avec la question 1.3, on obtient y, = xe, =G

L (X X -Y\ (-Y-CX X-CY X
o s () (3] o )5 5o () o)
AT L X X X )
(b) Vérification immédiate : pour tout (Y) € Mpp1(C), QoQ((Y)) :—(Y), donc

(c) Se vérifie directement avec la définition de Q.

6. Soit ();) € Mrp 1 (OO 4, ()} €1 A, ue Ctels que A(};)ﬂm ((};)) =0donc AX—uY =0(1)etAY+uX=0(2).

Alors A(1)+ u(2) donne (I)le + |,u|2)X =0 et —u(1)+A(2) donne (l)tl2 + ‘,u‘z) Y =0. Or soit X #£0, soit Y #0 donc

Y

st » = e[} ()] o . (X)) « » 1 n{a((2)]) = (] = o otisent 55, done

7. Unvecteurde E nVect(();),Q(();))) s'écrit U = a();) +ﬁQ((§)) € E avecq,p eC.

En composant par Q, avec la question 5, on obtient QU)=aQ ((?))—ﬁ(i) € E par stabilité de E.

A2+ }u}z =0 ce qui donne A= =0 car on somme des nombres positifs : (();)Q((X))) est libre.

Mais alors aU—uQ(U)=(|a|2+ |ﬂ|2)();) € E. Comme ();) ¢E,|af+ |ﬂ|2 =0donc a=p=0.

Ainsi, | E ﬂVect(();), Q (();))) ={0.4,,,@©}

8. Soit U € F,. On montre que Q(U) € F.
Or (AL, — C)QUU) = AQ(U)— CQU) = QAU )—Q(C,U) par la question 5. En observant la définition de ©, on
peut alors écrire, (AL, — Cy)AU) = UAU — CoU) = (AL, — C)U).
En réitérant a; fois, on obtient (AL, — Gy)* AU) = Q((AL, — Co)* U).
Or y¢, € R[X] d'aprés 4, donc a;, = a; et (AL, —Gy)" AU) = Q(AL, — C)*U) = Q(0) =0 car U € F, et par
linéarité.
Finalement, Q(F,) c F; et comme, par 5.b, Q est un isomorphisme, dimQ(F)=dimF, =a; =a;=dimF; en
utilisant le résultat admis.

Ainsi, | UE)=F.

9. Soit A€ Sp(Cy)NR. D'aprés la question précédente, F, est stable par Q.
Soit B, =.4,,,(C) et F, de dimension paire (2r), soit on peut frouver U € 45, 1(C)\ F.
Alors d'aprés 6 et 7, on a un plan P, stable par Q tel que F, et P, sont en somme directe.

Soit E; = F, @ P,. E; est stable par Q car F, et P, le sont et de dimension dim F, + 2. Soit E; = .#,,,(C) et F,
est de dimension paire (2n—2), soit ce n'est pas le cas et on peut réitérer.
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Parrécurrence, tant que le procédé ne s'arréte pas, on construit des plans P, B, ..., P, tels que E;, = F,®P,®---®P;
est un sous-espace stable par Q et P, ..., P, des plans stables.
Comme dim E;, =dim F, + 2k est strictement croissante et majorée par 2n, le procédé s'arréte, donc on

aunktelque E,=F &P &---&P.=.#,,,(C) et donc GimFA =2n—2k est poire)

. Comme y, est scindé, det G, = l_[ A%,

AeSp Cy
Or dans ce produit, soit A € R et d’apres la question précédente, A% € R, soit A € C\R et comme
Xc, ER[X], AeSp G, avec a;=a; et enrassemblant A et A on obtient A% e R*.

Finalement,

Remarque : avec un résultat vu en TD, on obtient bien detC, = det(I,+CC) car I, est inversible et
commute avec C.
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