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EXERCICE 2

1.

L

ab — eblna.

— )

1T = e¥Int 5 gylnt — ty] car Int < 0.

+oo
= / e tdt = g et on montre par récurrence sur n € IN que P(n) : « | I'(n+1) =n!|».
0

En effet, P(0) est vraie et si on fixe n € N tel que P(n) est vraie alors '(n+2) = (n+ 1)I'(n+1) = (n+ 1)! ce
qui établit la récurrence.

5.1.

Soit & € Roet f, : t €]0,1] =t = et It = eexp(@Int)Int " fonction continue et positive sur ]0, 1].
Puis 1 f,(t) = e(&P@nt)+1/2)Int —— 0 car t” = exp(zInt) tend vers +oo, 1 ou 0 suivant si z < 0, 2 =0
t—0

oux > 0.

1 1
Dans tous les cas, f.(t) =o () lorsque t — 0 avec t — —= intégrable sur ]0, 1] par critére de Riemann,

Vit Vit

avec — < 1.
vee s

Par comparaison, f, l'est aussi et {F est définie sur R.J

. Siz<yette]0,1], dapres 2, t* > t¥ puis ¢ < .

Donc, par croissance de 'intégrale généralisée, [F est croissante sur IE{.J

1
. On a alors bien pour z > 0, [F(x) > F(0)= 3 l

. On applique le théoreme de continuité des intégrales a parametre a

fi(z,t) € Rx]0,1] — fo(t) =t*".

H1 Pour tout ¢ €]0, 1], z — f(z,t) est continue sur R par opérations (continuité de l'exponentielle, prin-
cipalement).

H2 : Domination Pour tout z € R et tout ¢t €]0, 1],
|f(a:,t)\ _ ttw _ ecxp(mlnt) Int <1= ¢(t)

avec ¢ positive, continue, intégrable sur [0, 1] donc sur |0, 1].

(Le programme ne nous oblige pas d signaler que pour tout © € R, t — f(x,t) est conlinue par morceauz
sur]0,1])

Donc [F est continue sur IR.]




5.5. La domination de la question précédente nous permet d’appliquer le théoréme de convergence dominée pour

5.6.

6.1.

6.2.

x — —oo et x — 400 (on intégre sur |0, 1[ pour facilité le calcul de limite) :

H1 Pour tout ¢ €]0, 1],
f(iC, t) — eexp(a: Int)Int 0.

T—r—00

f(ﬂ? t) _ ecxp(zlnt) Int 1.

Tr—r+00

H2 : Domination La méme qu’a la question précédente.

(Le programme ne nous oblige pas & signaler que pour tout x €] — 00,0], t — f(x,t), t — 0 et t — 1 sont
continues par morcequz sur ]0,1[)

1 1
Alors E?(x) — 0=0et F(z) —— 1= 1]
0

T——00 0 Tr—r+o0
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1 1
Soit ¢ €]0,1]. Alors par croissances comparées, 0 < g,(t) = o <2) avec — terme général positif de série
n n

convergente par critére de Riemann, donc Z gn(t) converge.

Ainsi, [Z gn converge simplement sur |0, 1]]

Soit n € IN. On calcule (dans [0, +00] pour le moment)

/\gn )| dt = 7/ 17 In(2)



6.3.

On effectue le changement de variable w = —Int. On a alors

0 “+o00
/ |gn ‘ dt = 71 e MUY= U J0 — 1 —(nac+1)u " du.
n! S n!

On effectue le changement de variable y = (nx + 1)u. On a alors

1 1 “+o00
Rt dt = ————— Yy d
/0 |g ( )| nl(nx + 1)7+1 /0 €y dy

1
_ I'(n+1)
soit encore [ nla)lar= n|<m+1)+}

On applique alors le théoréme d’intégration terme & terme (interversion série-intégrale) par convergence
Nl. Vu

H1 la question 6.1,

1
H2 la question 6.2 donne 'intégrabilité des g, car / |gn(t)] dt < 400,
0

H3 la question 6.2 et la question 4 donnent

1
1 1 1
/0 |9n (t)] (nz + 1)n+t "~ pngn o <n2>

par croissance comparées, donc, par comparaison de terme généraux positifs, la série de terme général
/ |gn (t)| dt converge.
0

On peut donc intervertir (tout étant convergeant) :

1+oo 1 oo n 1 +o0 +o00
F(l«):/ it qp = / t nt ———dt= / t nl'lt dt:/ Zgn )dt = Z/ gn(t

—+oo
—1)n
donc | F(x) = Z # avec un calcul similaire a celui de la question précédente, ’absence de valeur
= (nx+1)"+t

absolue autour du Int¢ provocant I’apparition d’un (—1)™ par le premier changement de variable.

Fin du corrigé



