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EXERCICE 1

Q1.

Q2.

1
Soit K € N et f : t €]0,1] + t**Int. C’est une fonction continue sur ]0,1] et |fx(t)| = o () car
t—0

Vit

t2k+1/2 10 ¢ —+> 0 par croissances comparées.
t—0

1 1
Ort — 7i est intégrable sur ]0,1] (intégrale de Riemann avec 5 < 1), donc par comparaison de fonction

positives, [fk est intégrable sur |0, 1]]

12k+1
2k +1

1 2k+1 ! 1 2%k+1
t 1 1 1
/ t2k1ntdt: — Int| - / t2kdt:_5 ne (]_—52k+1).
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1
Donc, en faisant tend 0 et i s, | [ tFIntdt = ——— .
onc, en raisan endre £ vers €l par croissances comparees [/0 n (2]€ i 1)2}

Puis, par intégration par parties, avec € > 0, ¢ et In étant de classe C! sur ]0, 1],

1
f est continue et positive sur ]0, 1] et, de nouveau, f(t) = o () car Vtf(t) ~ +/tlnt —— 0 donc par
t—0+t t—0t t—0t

NG

comparaison de fonctions positives, f est intégrable sur |0, %]
Puis, avec t =1+ h, f(t) = f(1L+h) = M i—ldonc f(t)—>1doncfest rolongeable par
avee b=, 2+ h)h 150 2h 2 o1 2 profongeable b
continuité en 1 donc intégrable sur [3,1].
Finalement, [f est intégrable sur |0, 1[}
1 +o00 1 +o0 1 +oo
. 2 2k 2k _
Puis, pour ¢ €]0,1[, t* €] — 1, 1] donc P kzot dou/ (@) —/0 kz_ot lmtdt——/O ’;Ofk(t)dt

Comme les fj, sont & valeurs positives, on peut intervertir quitte a travailler dans [0, +o00] (mais on sait déja ici
que les termes sont en fait finis), la convergence simple de la série des fi ayant déja été vue.
1 +o00o
On a alors t)dt = ——— (qui est positif, ce qui est rassurant).
| s Z(%H)Q (aui st positif, ce q )

IN+1 2Nt | N
Or, si N € N, Z 2k T 1)? n2 ; 2? 1 Z: ok donc en faisant tendre N vers +oo,
1 ! 2
/ f(@) Z;) e et finalement /0 f@)det = 3

(On peut éviter de repasser aux sommes partielles en appliquant le théoréme de sommation par paquets avec
]N (2IN) U (2IN +1) dans le cas réel positif, qui ne demande aucune hypothese quitte & travailler dans [0, +o00] et

+ oo “+ o0 1 “+ o0 1
ermet d’écrire directement que + mais attention : pour passer a la différence,
: T D e ponr

bien dire que les termes sont en fait finis par convergence de la série de Riemann E — )
n



