MPI A rendre lundi 11 décembre

Devoir Libre n° 9 : Sujet E3A
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Partie | : On admet que —=—.
9 ; k26
. " £¥1n(1)
Soit x e R. On note, lorsque cela a un sens, H(x)= = dz.
. -

1

1. Démontrer que pour s >—1, I'intégrale J; :f t*In(t)dt existe et donner sa valeur.
0

2. Etude de la fonction H
(a) Montrer que I'ensemble de définition de la fonction H est Dy =]—1,+o0].
(b) Montrer que H est monotone sur Dy .

. ) t*(In(z))? . .
(c) Montrer que pour tout réel a > 0, la fonction ¢ — % est prolongeable en une fonction bornée sur le

segment [0,1]. a
(d) Démontrer que H est de classe C! sur Dy. Retrouver alors la monotonie de H.
(e) Soit (x,) une suite réelle de limite +o0o. Déterminer lim,,_,, o, H(x,). En déduire lim H(x).

x—+00

(f) Démontrer que Yx>—1, H(x)—H(x+1)= 557z-
(g) Déterminer alors un équivalent simple de H(x) lorsque x tend vers —1 par valeurs supérieures.
(h) Soit x>-1.

i. Justifier la convergence de la série Z PATE
= (x+k)

. < 1
ii. Prouver que pour tout n e IN*, H(x)22ﬁ +H(x +n).
= (x+k)

1
(x + k)2

M8

iii. En déduire que H(x)= puis H(0) et H(1).

=
I
—

Partie Il

k+1
. 1 dt 1
1. Prouver que pour tout x >—1 et tout entier naturel k non nul, ——— < < .
(x+k+1)2 e (x+r2 (x+k)?

2. Déterminer un équivalent de H(x) lorsque x tend vers +oo.
3. Pour tout entier naturel n, on pose u, = H(n).
(a) Etudier la convergence des séries Z u, et Z(—l)” u,

n=0 n=0
= " In(v)
(b) Démontrer que Z(—l)”unzf y2—1dv
n=0 0

s . 1
(c) Donner la valeur de cette intégrale en fonction de H(_E)'

+00
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Partie lll : Pour tout entier naturel k > 2, on note 7, = Z —
p=1
1

1. Pour tout couple d'entiers naturels (p,q), on pose 1, , :J t?[In(2)]7dtr et on admettra que cette intégrale existe.
0

(a) Justifierquesig>1,1,,= q_r

T p+itpg-1-
(b) En déduire la valeur de I, ,.
L " lIn(e))+!
2. (a) Justifier I'existence pour tout neIN de B, = ﬁdt.
0

(b) Exprimer B, & I'cide des intégrales 1, ,. On pourra ufiliser la série de terme général t?.
(c) Prouver enfin que YneN, B,=(-1)"(n+1)'Z,,.

+00
3. En déduire alors que Yx €]—1,1], H(x)ZZ(—l)k(k+ 1)Zp,0x*.
k=0
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