MPI .. A rendre lundi 13 novembre
Devoir Libre n°7

Deux sujets au choix (CCINP ou Centrale)

Sujet CCINP

Notations et objectifs.
On note :
e N :l'ensemble des nombres entiers naturels,
e R :I'ensemble des nombres réels,
e C :I'ensemble des nombres complexes,
e ¢° :le R-espace vectoriel des fonctions continues de R dans R,

¢ ¢ :lesous espace vectoriel de 4° des fonctions f 1-périodiques (c’est & dire des fonctions telles que
f(x+1)=f(x), pour tout x €R).

Dans tout ce probléme, on désigne par 6 I'application de €° dans 4°, définie par :
x+1

pour tout f € 6°, 0(f)=F ouU F est la fonction de R dans R qui & x associe flt)yde.
On admet que @ est un endomorphisme de 4°.
L'objet de ce probléme est I'étude de quelques propriétés de la fonction F et de I'endomorphisme 6.

Partie | : Quelques propriétés de F = 0(f)
I.1. Exemples.
I.1.1. Expliciter F(x), si f est définie surR par f(t)=1.
1.1.2. Expliciter F(x), si f est définie sur R par f(t)=t* (oU k est fixé dans N*).

|.2. Variations de F = 0(f).
On désigne maintenant par f une fonction arbitraire de °.

1.2.1. Montrer que la fonction F est de classe 6! sur R. Expliciter F’(x) en fonction de f et de x.

1.2.2. Montrer que silafonction f est croissante (respectivement décroissante) surunintervalle J,, =[xy, +00l,

alors la fonction F est croissante (respectivement décroissante) sur J, .
1.2.3. Montrer que la fonction F = 6(f) est constante sur R si et seulement si f appartient & 4.
1.2.4. Expliciter F(x), si f est définie sur R par f(t)=sin(r¢)|.
On suppose de nouveau que f désigne une fonction arbitraire de %°.
1.2.5. On suppose que la fonction f admet une limite L, en +oo.

Montrer que la fonction F admet une limite L, (que I'on explicitera) en +oo ; on pourra étudier
d'abord le cas oU L, =0.

1.3. Propriétés du graphe de F.
Soient f e 6% et F=0(f).

1 u+%
On considére la fonction i définie sur R par y(u)=F (u— 5) =f fle)dr.

1.3.1. Comparer y(—u) et y(u), sila fonction f estimpaire (respectivement paire).

1.3.2. Quelle propriété géométrique de la représentation graphique de la fonction F peut-on déduire
des résultats obtenus en 1.3.1, si la fonction f est impaire (respectivement paire) 2

|.4. Etude d'un exemple.

400 _[t?

e
Soit f(t)= , pour t réel.
Mo

1.4.1. Montrer que la fonction f est définie et continue sur R.
1.4.2. La fonction f est-elle de classe 6! surR?2
1.4.3. La fonction f admet-elle une limite en +o0 2 Si oui, laquelle 2

1.4.4. Indiquer I'allure de la représentation graphique de la fonction f (on ne cherchera pas a préci-
ser £(0)).
1.4.5. La fonction f est-elle intégrable sur R 2
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1.4.6. Soit F =6(f).
1.4.6.1. Indiquer I'allure de la représentation graphique de la fonction F.
1.4.6.2. La fonction F est-elle intégrable sur R 2
(on pourra comparer F(x) et f(x) pour x appartenant a R¥).

Partie Il : 'endomorphisme 6
II.1. L’endomorphisme @ est-il surjectif 2

I.2. Sur le noyau de 6.
On note désormais Ker(6) le noyau de I'endomorphisme 6.

1
I.2.1. Monfrerque : feKer(0) < (fe‘é/‘lo et J f(t)dt=0).
0

1

1.2.2. Soit (f,g)e (40 On note (flg):f f(ng(t)de.

On admettra sans justification, quoe (1) est un produit scalaire sur €.
Soit k e N*. On note ¢ la fonction définie sur R par c(t) = cos(2nkt).
11.2.2.1. Vérifier que ¢, appartient & € pour tout k e N* et colculer(cjlck> pour tout choix de (j, k) € (N*)2.
1.2.2.2. Ker(8) est-il de dimension finie 2
I1.2.3. Soit fe ).

X

Soit neN.Onnote: ¢,(x)=| f(r)dt pour x€[n,n+1].

n
n+1

. t
Soit n eN*. On pose W,,=f % dt.

n+1
1
11.2.3.1. Etablir, pour tout n e N*, la relation W, = $oll) + #alt) dt.
n+1 " t2
1.2.3.2. Sion suppose que f appartient & ker(0), quelle est la nature de la série ZW,, 2
n=1
1.2.3.3. Sion suppose que f n'appartient pas a ker(8), quelle est la nature de la série Z w, 2

n=1

11.3. Sur le spectre de 6.
On note Sp(0) I'ensemble des valeurs propres réelles de I'endomorphisme 6.
Si a est un nombre réel fixé, on note h, la fonction définie sur R par h,(t)=e®’.
I.3.1. Montrer que chaque h, est un vecteur propre de I'endomorphisme 6.

u_

1.3.2. Etudier les variations de la fonction u —
1.3.3. Expliciter I'ensemble Sp(0)NR*.

pour u eR*.

Partie lll : Une suite de fonctions propres de 'endomorphisme 6

Soit A une valeur propre de I'endomorphisme 6

On note E, le sous-espace propre associé d la valeur propre A qui est fixée dans toute cette partie.
On suppose A>0.

ll.1. Sout k eN*. On note I, I'intervalle 12k, (2k + 1)x[.

On pose, pour tout ¢ de l'intervalle I, : g(t) = t(
rithme népérien.
II.1.1. Soit p la fonction définie sur I, par : p(t)= tsin(2t)— t2 —sin?(t).
Etudier la fonction p sur I, et préciser son signe.
I1.1.2. Montrer que g définit une bijection de I, sur un infervalle de R a préciser.
On se propose de montrer I'existence, dans E;, d'une suite (non triviale) (fi)ren- de fonctions propres.
II.2. Soit y=a+ib, oU (a, b) € Rx]0,+00].

x+1
I1.2.1. Soit x eR. Calculer e’ dt.

cos(t)) + ln(sin(t)

sin(r) T ) ou In désigne la fonction loga-

11.2.2. A quelle condition nécessaire et suffisante la fonction k de R dans R définie par h(t)=e®! cos(bt)
est-elle un vecteur propre de I'endomorphisme 6 associé ¢ la valeur propre A2
I.3. En déduire une suite (fi)ren de fonctions propres de I'endomorphisme 6.
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Concours Centrale - Supélec 1998
Epreuve : MATHEMATIQUES I Filiere MP

Soient a et b tels que —oo < a < b < 400 et f une fonction de Ja,b[ dans R, de classe C*° sur ]a, b[.
f est dite absolument monotone (en abrégé AM) si

vneN, Vzela,b, fM(z)>0.

f est dite completement monotone (en abrégé CM) si

VneN, Vzea,b, (-1)"f™(z)>0.

Partie I -

I.A - Soient f et g deux fonctions AM définies sur Ja,b[. Montrer que f + g et fg sont AM. Qu’en est-il
pour les fonctions CM ?

LB - Si f est une fonction AM sur ]a, b[, montrer par récurrence que ef 'est aussi.

I.C - Soient f :]a,b[— R et g:] — b, —a[— R définie par : g(z) = f(—z). Montrer que f est AM sur |a, b[
si, et seulement si, g est CM sur | — b. — a.

1D -

1.D.1) Vérifier que la fonction —In est CM sur |0, 1[.

1.D.2) Montrer que f :]0,1[— R définie par

1

1o)==

est AM sur )0, 1[.

1.D.3) Montrer que la fonction arcsin est AM sur ]0, 1[.

1.D.4) Montrer que la fonction tan est AM sur |0, g[

LE -

I.E.1) On suppose dans cette question que a € R et f est AM sur |a, b[. Montrer qu’il existe A € R tel que

A= 1(111+nf

On prolonge f en posant f(a) = X\. Montrer que f est dérivable & droite en a, et que f est continue a droite
en a.

LE.2) Plus généralement, montrer que f est indéfiniment dérivable & droite en a avec des dérivées positives
ou nulles. Le méme phénomene se produit-il en b7

L.F - On suppose dans cette question 0 < a < b < 4o0.

On note C,j, Uespace vectoriel des fonctions continues de [a, b] dans R.

On rappelle qu'une fonction f de Cqy est dite positive si, pour tout z € [a,b], f(z) > 0.

Une application p : Cyp — R est appelée forme linéaire positive si elle est linéaire et si, de plus, on a :

Vi€Cup [f20=p(f)20

Soit p« une forme linéaire positive et e, la fonction définie par e, (t) = e™** si t € [a,b]. On pose ii(z) = p(ey).
LF.1) Soit f € Cqp, montrer que |u(f)| < p(|f]).
LF.2) Montrer que : Vf € Cop,  p(f) < p(fo) Ifllo 0t fo(a) =T et [Iflo = sup, £ @)l

z€[a,

1.F.3) Montrer que fi est positive, décroissante et continue sur [a, b].

L.F.4) On note ¢, , la fonction définie par : e, ,(t) = t"e~*" si t € [a, b]. Montrer que ¢ : [a,b] — R définie
par o(z) = p(en, ) est dérivable sur [a,b], décroissante et que : ¢'(z) = —p(ent1,0)-

On pourra justifier et utiliser le résultat suivant, vrai pour tout u € R :

0<e ™ —1+u< 6‘“|u2/2.

LF.5) Montrer que /i est indéfiniment dérivable sur [a,b] et que : (") (z) = (=1)"u(en,). En déduire que ji
est CM.
L.F.6) Proposer deux exemples de formes linéaires non nulles positives ju1, po ; calculer fiy et fio.

Partie I -

On suppose dans cette partie que : —oo < a < 0 < b < +00. On utilisera librement la formule de Taylor
avec reste intégrale.
IL.A - Soit f une fonction AM sur Ja,b[ et

~ SO0

Ra(f,2) = (@) = 70) = > I

k=1

II.A.1) Prouver que, pour n fixé, la fonction & — R,,(f,z)/a™ est croissante sur ]0,b[ et posséde une limite
nulle quand « tend vers 0.
II.A.2) Montrer que la série

™) ,
s

converge pour z € [0,b[. Soit g(x) sa somme, montrer que g < f.
II.A.3) Déduire de II.A.1 et IL.A.2 que : g = f sur [0,b].
On pourra prendre 0 < z < y < b et montrer que

0< Ry(z) < (%) ' f(y)-

II.A.4) Montrer que f est développable en série entiere au voisinage de 0.
On pourra poser € € {—1,1}, he(z) = f(x) + ef(—x) si |z| <r et r = min(b, —a).
IL.B - En suivant les indications de la question I.E, on prolonge f en a. Montrer que pour tout z € [a,b]

+o00

f@)=>"f"(a)

n=0

(x —a)™

n!

II.C - Montrer que si f s’annule en zy €|a, b[, alors f est nulle. Donner I'ensemble des fonctions f AM sur
Ja, b] telles que, pour un p € N fixé, f® possede un zéro dans |a, b[.

Partie 1T -

On suppose dans cette partie que —oco < a < b < +00.
Etant donné h € R%, on définit sur I'ensemble des fonctions réelles d'une variable réelle les applications T,
Ap et I par :

Tu(f)(@) = f(@+h), An(f)(z) = f(z +h) — f(z)et
I(f)(@) = AL (f) (@) = f(2).
Plus généralement, on peut définir les opérateurs aux différences finies successifs : AQH =Ap oA}

IIL.A - On suppose [ définie sur ]a, b[. Quel est 'ensemble de définition de AJ(f)?
II1.B - Montrer que, pour tout n € N,

n

AR(f)(x) = (1" *CE f(a + kh) on C =

k=0

n!
kl(n —k)!



III.C - On suppose f définie et AM sur Ja, b[. Montrer que, pour tout n € N, A%(f) > 0.

On pourra poser X (h) = APt (f)(2) et exprimer X'(h) en fonction de AR(f')(z + h).

IIL.D - On considére les fonctions f totalement monotones (TM) c’est-a-dire, définies sur ]a, b[, de classe
C telles que :

Vn € N, Vh €]0, (b — a)/n], Vo € [a,b—nh], A} (f)(z) = 0.

II1.D.1) Montrer qu’'une fonction TM est positive et croissante.
II1.D.2) On pose

n

kI
n—k e~k
5= Carresty
k=0 )
pour j € Net ¢(t) = (e! — 1)™. Déduire du calcul des dérivées successives de ¥ en 0 que S; vaut 0si j <n
et que S, vaut 1.
II1.D.3) Montrer que toute fonction TM est AM.

eee FIN eee
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