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Séries entieres

Extrait du programme officiel :

Les objectifs de cette section sont les suivants :

— étudier la convergence d’une série entiére et les propriétés de sa somme;
— infroduire la notion de fonction développable en série entiére;

— éfablir les développements en série entiére des fonctions usuelles.

Les séries entiéres donnent un outil puissant pour aborder certains calculs : résolution d’équations différentielles linéaires, fonctions
génératrices en probabilités... Elles permettent également de revenir sur la thématique de la régularité des fonctions, introduite en
premiére année, et donnent I'occasion d’introduire la « variable complexe ».

Les coefficients des séries entiéres considérées sont réels ou complexes.

CONTENUS CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Généralités

Série entiére de la variable réelle, de la variable complexe.

Lemme d'Abel : si la suite (anz]) est bomée alors, pour tout
nombre complexe z tel que |z| < |zg|, la série Zanz" est abso-

lument convergente.

Rayon de convergence d’une série entiere, défini commme borne
supérieure dans [0, +oo], de I'ensemble des réels positifs r tels que
la suite (a,r™) est bornée.

Disque ouvert de convergence. La série Y a,z" converge absolument si |z| < R, et elle diverge
Intervalle ouvert de convergence. grossierement si |z| > R.

Si ap = O(by) et donc en particulier si a, = o(by). Ra = Ry. Si an ~ by, Rayon de convergence de Z n%x",
Ra=Ry.

Application de la regle de d’Alembert pour les séries numériques La limite du rapport @ peut étre utilisée directement.

au calcul du rayon. lan
Somme et produit de Cauchy de deux séries entieres.

b) Continuité de la somme d’une série entiére de la variable complexe
Convergence normale d’une série entiére sur tout disque fermé
de centre 0 contenu dans le disque ouvert de convergence.

Continuité de la somme d’une série entiére sur le disque ouvert
de convergence.

c) Régularité de la somme d’une série entiére de la variable réelle

Théoréme d’Abel radial : La démonstration est hors programme.
si 3 anx" a pour rayon de convergence R e R} et si ) anR"
+0oo +0oo
converge, alors Y apx" — Y apR™.
n=0 x—R~ =0
La somme d’une série entiére est de classe ¢ surl'intervalle ou- Relation R(Y_anx")=R(}_napx™).
vert de convergence et ses dérivées s'obtiennent par dérivation
terme & terme.

+00 +00
Expression des coefficients d’'une série entiere de rayon de Si les fonctions x — Z anx" et x — Z b, x" coincident sur un in-

convergence strictement positif & I’aide des dérivées en 0 de n=0 n=0
sa somme tervalle 10,a] avec a >0, alors, pour tout ne N, a;, = by,.

d) Fonctions développables en série entiére, développements usuels

Fonction développable en série entiére sur le disque ouvert de Dans le cas réel, lien avec la série de Taylor.
centre 0 et de rayon R, sur l'infervalle ]-R, R|.

Développement de exp(z) sur C.

. 1
Développement de 12 sur{zeC, |z| < 1}.
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CONTENUS CAPACITES & COMMENTAIRES

Développements usuels dans le domaine réel. Les étudiants doivent connaitre les développements en série en-
tiere des fonctions exponentielle, hyperboliques, circulaires, Arc-
tan, x—In(1+x) et x— (1 +x)%.

Les étudiants doivent savoir développer une fonction en série
entiere & I'aide d'une équation différentielle linéaire.
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n CONVERGENCE DES SERIES ENTIERES

Il Définition

Définition 1 : Série entiere

On appelle série entiére toute série de laforme ) a,z", (ax)new €fant une suite de nombres complexes
nelN
et z un nombre complexe.

E Convergence ponctuelle, rayon de convergence

n Lemme d’Abel

Propriété 1: Lemme d'Abel

Soit r e R*. Si la suite (a,r™),=o est bomnée, alors, pour tout z € C fel que |z| < r, la série Y a,z" est
n=0

absolument convergente.
Version du programme : Si la suite (a,z')

Y anz" est absolument convergente.
n=0

1>o €St bornée, alors, pour tout ze C fel que |zl < |z, la série

Démonstration

z|n z[\™ . L.
Avec r #0, |anzn| =la,r" |_‘ =0 ((U) ) terme général de série convergente.
r r

ﬂ Rayon de convergence

Propriété 2 : Définition pratique du rayon de convergence

Soit Y a,z" une série entiére. Il existe Re R* U {+oo} = [0, +00] unique tel que
n=0
m Silz| <R, la série )  a,z" est absolument convergente. (ce cas ne se produit pas si R=0.)
>0
m Si|z| > R, la série nZ a,z" est (fres) grossierement divergente : la suite (a,z"),> n'est pas bornée, et
>
donc a fortiori ng/coonverge pas vers 0. (ce cas ne se produit pas si R = +oo.)

Démonstration

Analyse Soit R convenant.
Si R<+o0, X ={reR*; (anr™),>o bornée} est une partie de R contenant o, felle que [0, Rlc X < [0, R], donc
R=supX.
D’ou I'unicité sous réserve d’existence.

Synthése Posons R =sup X € [0, +o0].
Dans le cas ou ce sup vaut +oo, X N“est pas majorée donc pour tout z € C, il existe r € X tel que |z| < r et, d’aprés
le lemme d'Abel, la série ) a,z" est absolument convergente. Donc R = +co convient.
n=0
Sile sup est fini, si |zl < R =sup X, il existe r € X tel que |z| < r donc d’aprés le lemme d’Abel, la série ) a,z" est
n=0
absolument convergente. ~
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Et silz|> R, |zl ¢ X donc la suite (anz"),,>, N'est pas bornée.
De nouveau, R convient,
D’ou I'existence. [ |

Définition 2 : Rayon et disque ouvert de convergence

R est appelé le rayon de convergence de la série entiere )  a,z", parfois noté R()_ a,z") dans le
n=0
programme.

Définition du programme :
R=sup ({reR", (a,r") est bornée}) € [0, +oo].

D(0,R) ={z€ C, |z| < R} est le disque ouvert de convergence de la sé€rie entiére Z a,z".

n=0

Si R = +00, Cce disque ouvert est C.

SiR=0,C’est @.

Sinon, c’est un « vrai» disque.
Remarque
R1 - Définition équivalente :

R=sup ({ reR*, Y a,r" absolument Convergen’re} € [0,+00]
n=0
R2 — D’apres la définition du rayon de convergence R,
m Si z| < R, la série ) a,z" est absolument Si[¢] > R, alors 3 az" diverge grossierement
n=0 .,
convergente, mais aussi Y  a,z" converge, et
n=0

(anz™) est bornée, et a;z" — 0.
m Si |z] > R, la suite [anz"]n>0 n‘est pas bor-

née, mais aussi Y anz" diverge grossierement,
n=0
anz" 4 0.

m Si|z| = R : cas douteux, fout peut arriver.

Si R = +oo, pour fout ze C, la série Y apz" est abso-
n=0
lument convergente.

SirR=0,lasérie ) a,z" converge si ef seulement si

Incertitude sur la nature de Y a,2" si [2] = R

n=>0
IZ2=10"
+00
R3 - Ne pas confondre Dg = D(0,R) avec I'ensemble de définition de f:z— )  anz".
n=0

On aen général Dg < Dy c Dg.
SiR=0,Df={0} et si R=+o0, Dy =C.

R4 — Lesséries entieres Y  a,z" et ) lanlz" ont méme rayon de convergence.
n=0 n=0

R5 - Pour tout p € IN, les séries entieres Y anz""P et ) anz""P ont méme rayon de convergence que la série
nz=0 nzp
entiére ) anz".
n=0

Exemple
E1- Lo série géométrique ) 2" a un rayon de convergence de 1.
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Méthodes de détermination pratique du rayon de convergence

@ Méthode 1 : Utilisation du critére de d’Alembert
Typiquement utilisé pour la plupart des déterminations de rayons de convergence dans les énoncés d’écrit.
Il faut étre bien attentif, lors de la rédaction, & n"appliquer le critere de d’Alembert qu’a des séries & termes
réels strictement positifs.

Propriété 3 : Critere de d’Alembert (Rappel)

Soit (u,) suite a termes réels strictement positifs tel que

u
=l 7 e0,+00).
Up

m Si¢>1,Y u, diverge (trés) grossierement (et méme u,, — +oo).
m Si¢<1,Y u, converge.
m Si¢ =1, on ne peut rien dire en général (cas douteux).

n
. Z

Exercice 1:Rayon de convergencede ) —
n>0

n+l n

z /[(n+1)! z z
Pour ze ¢*, ! P |+|1 —0,donc )} — convergence absolument pour tout ze C, donc R = +oo.
zZ n: n n.

n=0

Exercice 2:Rayon de convergence de Y n?z"

n=0
. (m+1)?|z"] A . . s .
Pourze C*, —Zar —|zl,donc ) n°z" convergence absolument si|z| < 1 et diverge grossierement si|z| > 1,
n<\|z
n=0
donc R=1.
Remarque

R6 — Un version spéciale séries entieres refait son apparition dans le programme : & utiliser ou non...
Mais parfois on est obligé de revenir & I'énoncé général (voir exercice sur série entiére lacunaire).

Propriété 4 : Critere de d’Alembert version série entiére

Si au moins & partir d’un certain rang a, # 0 et si

|Gl

—— 7/ €[0,+00]
|a,| n—+oo

o " 1 1 1
alors le rayon de convergence de la série entiére Y _a,z" est R = 7° [0, +oo] (OU g =t et T 0).
(o]

; n!
Exercice 3 :Rayon de convergence de Z —”z".
n=0 1
(n+1)'n" 1 |z|

= — —,donc R=e.
m+)" g A+1Un" e €
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. n
Exercice 4:Rayon de convergencede ) —z"
n=0

(n+122" 1
W—’ E,dOHCR—Z.

Exercice 5:Rayon de convergence de ) nlz".
n=0

n+1)!
( ) — 400, doONC R=0.

n.
Bon, pour cet exemple, pas besoin de d’Alembert, on a directement que si z #0, n!z" 4 0...

4, .3
: n*+n’+1
Exercice 6: Rayon de convergence de Z apz" avec a; = ———
n>0 2yn+3
. P lan+1]
Dans cet exemple, mieux vaut passer par un équivalent : |"+|1 ~1,donc R=1.
apn

2
. n 2 . s .
Exercice 7 : Rayon de convergence de ) —nzz" (série entiere lacuniare)
n202
L&, pas le choix, on revient au critére de d’Alembert général.
n+12Z2n+22n ZZ
Pour ze @*, WHDTIET 220 1A o k= v,
n2 |Z|2VL on+1 2

Autre possibilité, vu I'exercice 4, on a absolue convergence si ef seulement si |z2| < 2 si et seulement si |z < v2

ce qui redonne R = 2.

Remarque

2 2
R7 - Lasérie ) z—nzzn est vue comme la série entiére ) a,z" telle que pour tout ne N, ayy, = i et azpe1 =0.
n=0 n=0

n2
Exercice 8:CCINP 20 (a) : Rayon de convergence de ) %Z2n+l
n=0 :
12 2n+3 | 2
Pour ze C*, A e ) —»ﬁ,donchz.
2n+2)Ini2 |z|?7+1 4

Méthode 2 : Une remarque qui résout tout

Si on ala chance de trouver
m un z tel que Y a,z" converge, mais non absolument,
m un z tel que la suite (ay, z") soit bornée mais la série ¥ a, z" diverge,
on est sir que R =|z|.

n
. z
Exercice 9:Rayon de convergencede ) —
n
n=0

Pour z = -1, la série est semi-convergente. Donc R=1.
On aurait aussi pu appliquer le critere de d’Alembert.
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Exercice 10: CCINP 20 (c) : Rayon de convergence de ) cos(n)z"
n=0

La suite (cos(n)) .y €5t bornée mais ne tend pas vers 0 (sinon, on a un probléme avec cos(2n) =2cos? n—1...) donc
la série ) cos(n)1” ne converge pas absolument, donc R=1.

Remarque : Cette fois, le critere de D’Alembert ne s’applique pas.

Exercice 11: CCINP 21
1. Donner la définition du rayon de convergence d’une série entiére de la variable complexe.
2. Soit (an) e Une suite bornée telle que la série ) a, diverge. Quel est le rayon de convergence de la série
entiére ) a,z" ? Justifier.

aec - —pn 1
3. Quel est le rayon de convergence de la série entiere ¥ (vn) ™ ln(l + —) z"?
n>1 n

2. Puisque ) a,1" diverge, R< 1.
Puisque (a,1™) est bornée, R < 1.
Donc R=1.

1" 1 2 9 S n < < . . .
3. (vm)TV ln(1+7) est une suite équivalente & (v =Y -1 donc bornée en séparant n pair ou impair et
n

Y (v in

1 . .
1+ —) diverge grossierement donc R=1.
Vvn

@ Méthode 3 : Suites bornées, convergence vers zéro

Les exercices les plus délicats de détermination de rayons de convergence se font en utilisant plutdt les suites
bornées et les deux considérations suivantes (penser au dessin avec le disque de convergence) :
m Sila suite (a,z") est bornée, alors |z] <R
m Sila suite (a,z") est non bornée, alors |z| > R.
Mais aussi
m Sila suite (a,z") converge vers 0, alors |z] < R.
m Sila suite (a,z™) ne converge pas vers 0, alors |z| > R.

Exercice 12: Rayon de convergence de ) a,z" ol a, est le n-iéme chiffre du développement décimal de V3

Comme (ay) est bornée R > 1.

Mais ap, - 0 (car v3¢ D), donc R< 1.

Finalement, R=1.

Remarque : rentre aussi dans la remarque qui résout fout car (a;) est bornée sans tendre vers 0.

Exercice 13: Soit R le rayon de convergence de ) a,z". Déterminer en fonction de R le rayon de convergence R’
de ) a2

Si |zl < R', lanl?|z|™ — 0 donc |an|VIzl" — 0 donc VIzI < R et |z < R? donc R < R?,
Puis si |zl < R, anz" — 0 donc a%2z?" — 0 donc |zI® < R' donc R’ > R
Finalement, R’ = R2.

Remarque

R8 — Il est bon de retenir qu’il n"est jamais nécessaire d’utiliser la convergence des séries pour déterminer le rayon
de convergence d’une série enfiere. En revanche, il peut s’avérer indispensable d’utiliser les suites bornées.
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n Comparaison de rayons de convergence

Propriété 5: Comparaison des suites de ccefficients et rayon de convergence

On note R, et Ry, les rayons de convergence respectifs des séries entieres Z a,z" et Z b, z".
Alors,
m Si|ay| <|byl, OU a, = o(b,) ou plus généralement a,, = O (by,),

| eTS/ an ~ bn,

Démonstration

m Silz| <Ry, anz” converge absolument, donc Zanz" converge absolument, donc |z| < R,. DONC R, > Ry,.
m Deux applications symétriques du premier point.

Propriété 6 : Multiplication par »

Soit (an) n>0 Une suite de nombres réels ou complexes. Les séries entiéres Y a,z" et ) na,z" ontméme
n=0 n=0
rayon de convergence.,

Démonstration

Soient R, R’ les rayons de convergence des séries entiéres Y a,z" et ) napz".
n=0 n=0
Alors pour tout ne N, |ay| < |nay| donc R>R'.
Puis, si |z| < R, on va se débarrasser du n en comparant & une suite géométrique : si |z| < r < R,

n
z . < f
|nanz"| = n(—l l) “|anr™| = o(anr™) par croissances comparées. Mais ) a,r" est absolument convergente, donc
r

Y napz" I'est aussi et |z| < R'. Ainsi, R< R’

Corollaire 1: multiplication ou division par n*

. 2 s a 2
Si ke N, les séries entiéres )" n*a,z" et ). —z" ont méme rayon de convergence que ) anz".
n=0 n>1 n n=0

Autrement dit, pour tout k € Z, la série entiere ) n*a,z" a méme rayon de convergence que Y apz".
n=0 n=0

Propriété 7 : Rayon de convergence de ) n®z"

Pour fout a € R, ) n“z" a comme rayon de convergence 1.

Démonstration

L'encadrement
nLaJ < no < nLaJ+1

permet de conclure.
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Remarque

n n
n Z Z - IS
R9- Y 2" —n et) 2 ont des rayons de convergence égaux d 1.

La premiere diverge sur tout le cercle, la seconde convergence en certains points et diverge en d’autres, la
froisieme converge (absolument) en tout point du cercle.

Exercice 14 : CCINP 20 (b) : Déterminer le rayon de convergence la série entiére Y n(~1" 2"

Notons R le rayon de convergence de Y n"V" 2" et posons : VneN, a, = nV".
Ona,VneN, VzeC, la,z"| <|nz"| ef le rayon de convergence de la série entiére ) nz" vaut 1. Donc R>1. (%)

~ 1 .. 1
Deméme,VneN*,VzeC, |—-2z" < la,z"| et le rayon de convergence de la série Z —z"vaut 1. Donc R< 1. (x%)
n n
n>1
D’'apres () et (x%), R=1.

Convergence normale

Propriété 8 : Convergence normale

Soit Zanz” une série entiére de rayon de convergence R >0, f,: z+— a,z". Alors Z fn convergence
normalement, donc uniformément sur tout disque fermé inclus dans D(0, R).

Démonstration

On voit graphiquement qu’un disque fermé D(zg, r) inclus dans D(0, R) est lui méme inclus dans un disque fermé
D(0,r9) Inclus dans D(0, R) par inégalité triangulaire (Si |z—zgl < r, Alors |z] =z —zg + zgl < rog =71+ |20l < R).
Donc D(zg,r) = D(0,rg) avec ro <R et ) |anr{| est convergente, d’ot la convergence normale sur D(z, r).

Exercice 15: CCINP 15
Soit X une partiede Rou C .

1. Soit )  f, une série de fonctions définies sur X & valeurs dans R ou C.
Rappeler la définition de la convergence normale de ) f;, sur X, puis celle de la convergence uniforme de

)" fn sur X.

2. Démontrer que toute série de fonctions, & valeurs dans R ou C, normalement convergente sur X est uniformé-
ment convergente sur X.

2
P - n . < . <
3. Lasérie de fonctions ) — 2" est-elle uniformément convergente sur le disque fermé de centre 0 et de rayon
n:
ReR;?

2

n a
3. Onpose, VneN, ap=—. VneN*, .Donc lim —L —o.
n.

an n2 n—+oo ap

an+1 _ n+1

2
< . 2 ‘s n 2 N
On en déduit que série entiere ) | — 2" aun rayon de convergence égal & +oo.
n.

Cette série entiére converge donc normalement sur tout disque fermé de C.

En particulier, cette série entiére converge normalement et donc uniformément, d’aprés 2., sur fout disque
de centre O et de rayon R.
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m OPERATIONS ALGEBRIQUES SUR LES SERIES ENTIERES

I'.l Combinaisons linéaires

Propriété 9 : Somme de deux séries entiéres

Soit 3" anz" et ) b,z" derayons de convergence respectifs R, et R,. On note R, le rayon de conver-
n=0 n=0
gence de la série entiére Y (a, + by)z". Alors
n=0

Rayp 2 min(Ry, Rp).

De plus, ¥z € D(0,min(Rg, Rp)),
+00 +o00o +00
Z (an+b,)z" = Z a,z" + Z b, z"
n=0 n=0 n=0

Enfin, si R, # Rp, ON Q R,y p = min(R,, Rp).

Démonstration

Si |z| < min(Rg, Rp). ON A bien convergence absolue de la série somme vers la somme des sommes des séries.
Donc R, p > min(Rg, Ry).

Si Ry # Ry, par exemple Rq < Ry, z tel que R4 < |z| < Ry, alors Y (an + by)z" diverge donc |zl > R,yp, PUiS
Rg > R,y p > min(Rg, Ry) = Ra.

Remarque
R10— Lorsque R, =Ry, il est possible que R, soit strictement supérieur & R, = R),.

Exemple

E2 - Lesséries entiéres (géométriques) ) z" et ) —z"ont pour rayon de convergence R = 1. Leur somme est la série
nulle de rayon de convergence R, j, = +oo.

Propriété 10 : Multiplication par un scalaire

Si A est un nombre complexe non nul, le rayon de convergence de Y _ (Aa,)z" est égal au rayon de
n>0

convergence de ) a,z".
n=0

Démonstration

(anz™) est bornée si et seulement si (La,z") I'est.
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E Produits de Cauchy

Propriété 11 : Produits de Cauchy

On considére deux séries entiéres Y a,z" et Y b,z" de rayons de convergence respectifs R, et Ry,
n=0 n=0
La série entiere produit de Cauchy de ces deux séries entieres est la série entiére )" c,z" ou, pour
n=0

n
fout entier naturel n, c, =) axby—f.
k=0
Nofons R, son rayon de convergence. Alors

R. > min(Rg, Rp)

et Vze D(0,min(R,, Rp)),

+00 +00 +00
Y B2 = (Z anz”) x (Z bnz”).
n=0 n=0 n=0

Démonstration

Un produit de Cauchy de deux séries absolument convergentes converge vers le produit des sommes.

Remarque
R11— Méme si R, # Ry, il se peut que I'on aif R, > min(R,, Rp,). Se méfier d’une confusion avec la somme, donc.

Exemple

E3 — SOit (an),eN € (bn) e l€s suites définies par
m ap=1, a; =-1 et pour tout entier n>2, a, =0,
m pourtout nelN, b, =1.
Les séries entiéres ont pour rayons de convergence respectifs R, = +oco et R, =1.

Or ¢g = agby =1 et pour tout ne IN*, ¢, = agby, + a1 by =0, dONC R, = +oo.

+00
=) (m+1z".

Exercice 16 : Soit D= D(0,1). Montrer que pour tout z€ D, W
—-z n=0

Remarque

R12 — Parfois les séries entieres ne sont définies qu’d partir d’un certain rang. Par exemple, si on considéere des séries
entiéres ) anz" et Y buz", dlors le produit de Cauchy se définit Y ¢,z" en posant ag = by = 0. Ainsi, pour
n>=1 n>1 n=0
n n-1
tout nelN, cp= Y apby_r =Y. arb,_k et co = c1 =0. Sur son intervalle ouvert de convergence, on a alors
k=0 k=1

+oo +00 +00
Y cnz" = ( y anz") x ( Y bnz”).
n=2 n=1 n=1
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Séparation des termes d’ordre pair et impair

Exercice 17 : CCINP 47 question 2.

agy =4"
Déterminer le rayon de convergence et calculer la somme de la série entiére }_a,x" avec . sur
+
a2n+1 =5"

I'intervalle ouvert de convergence.
Notons R le rayon de convergence de ) a;x".
On considere les séries Y ap,x*" =Y 4"x*" et Y appq 12"+ =) 5+ 20t
Notons Ry le rayon de convergence de Y 4"x*" et R, le rayon de convergence de ) 5"+1x7+1,
Le rayon de convergence de )" x" vaut 1.
Or, Y a"x®" =y @x®)",
, o 1 , o 1
Donc pour |4x2| < 1 ¢’est-a-dire | x| < X Z4"x2” converge absolument et pour [4x?| > 1 ¢’ est--dire | x| > 5 Z4”x2”
diverge.
A 1
On en déduit que Ry = >
. o 1
Par un raisonnement similaire et comme Y 5" 1x2"*1 =55} (5x%)", on frouve R, = 7

Aftention, ici il y a un probleme dans le corrigé officiel.
Siles séries Y ap,x*" et Y apy41 22" convergent absolument toutes les deux, alors c’estle cas de Y a,x™ : c’est

un résultat de sommabilité (théoreme de sommation par paguet). On en déduit que % < R. Autre argument

possible sans Iolsommobili‘ré ? sl azpx2" — 0 et ap, 1 x2™H — 0 alors apx™ — 0. .
Puis si |x| > —, alors (az,+1 %" 1) n"est pas bornée donc (a,x") ne I'est pas non plus, donc |x| > R et ainsi — > R.

V5 V5
Finalement, R = L
; 7
D’aprés ce qui précéde, on en déduit également que (sommmation par paquet ou passage par les sommes
partielles)
vxe|- L i[ SW= Y ana= Y 4R 455 Y 5= — L 5%
V5 VBl n=0 " n=0 n=0 1-4x2  1-5x2
Exercice 18

Soit R, R', R” le rayon de convergence de Y a,z", Y az,z?" et Y ap,+12°"*!. Montrer que R = min(R',R").

Siles séries Y ap,z°" et Y. ary+12°™*! convergent absolument foutes les deux, alors c’estle cas de Y a,z" : c’est
un résultat de sommmabilité (théoréme de sommation par paquet). On en déduit que min(R’, R”) < R. Autre argument
possible sans la sommabilité ? si ax, 22" — 0 et az,4122" — 0 alors ay,z" — 0.

Puis en remargquant qu’en posant b, tel que b, = a; si n pair et 0 sinon, on a |b,| < laxl, on obtient R’ > R et de
méme on montre que R” > R. Donc, R < min(R’,R").

Autre argument possible, si|z| > R'. il y a divergence grossiere de a2, z°", dONC az, 22" /- 0 (ou non bornée)donc
anz" /0 (ou non bornée) donc |z| > R et R > R. De méme, R"” > R.

Finalement, R = min(R’,R").

m SERIE ENTIERE D’UNE VARIABLE REELLE

Dorénavant, on considére des séries entiere de la variable réelle : on étudie la série de fonctions Y f;, U fi : x — anx™.

La suite (an) e peut étre une suite de nombres réels ou complexes, mais x reste réel.

Le disque ouvert de convergence devient intervalle ouvert de convergence |- R,R[ et on a C— R,RlcDyc[-R, R])

ou R est le rayon de convergence.
On ne peut rien dire en général en +R.
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Il Continuité de la somme d’une série entiére

Propriété 12 : Convergence normale, version réelle

Soit R le rayon de convergence de la série entiere )" a,x", et f,: x — apx".
SiR>0,) f, converge normalement, donc uniformément sur tout segment inclus dans ] - R, Rl.

Corollaire 2 : Continuité sur I'intervalle ouvert de convergence

La somme d’une série entiere de rayon de convergence R est continue sur I'infervalle ouvert de
convergence |- R,R|.

Démonstration

+00
On obtient ici la continuité de x— Y_ a,x" sur]1-R,R[ car les f,, sont continues et la convergence est uniforme

n=0
car normale au voisinage de chaque point de ] - R, RI.
On étendera prochainement cette propriété aux séries entieres d’une variables complexe.

Remarque

R13 — |l peut y avoir des discontinuités « au bord. »
Il peut y avoir une convergence seulement uniforme voire pas de convergence du tout « au bord. »

Exercice 19 : Jadis au programme...

+00
Si le rayon de convergence de ) _a,x" est R€]0,+oo|, et si }_|a,|R" converge, alors f : x— Y a,x" est continue
n=0
sur [-R,R.

Il'y a convergence normale sur [-R, R].

E Théoreme d’Abel radial

Théoreme 1 : d’Abel radial

Si la série entiére Z anx™ a pour rayon de convergence R €]0, +oo| et Si Z a,R" converge, alors

+00 +00
Z anx" — Z a,R".
n=0 *=R™ ;50

Démonstration

Hors-programme mais intéressante : utilisation d’une fransformation d’Abel sur le reste apres s'étre ramené au
cas R =1. Voir exercice de TD.

Remarque
R14 — Sile rayon de convergence est > R, le résultat reste vrai mais est banal.

R15— Dans le cas ol Y |as|R" converge, la série de fonctions continues ) (x — a,x") converge normalement sur
[-R,R], sa somme est donc continue en R, ce qui montre trés simplement le théoreme.
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R16 — |l est intéressant d’écrire le cas oU R=1 : si Zan converge, alors

Zanx — Zan

x—»l*n 0

(dans ce cas, le rayon de convergence est > 1.)

(_ )l’l+1 ( 1)]1

s
S tz2 14

Ces exemples peuvent aussi se fraiter sans le théoreme d’Abel, en utilisant la majoration du reste dans le theo-
(_ 1) n+l xn

Exercice 20 : Montrer que Z
n=1

réme des séries alfernées pour montrer par exemple que Y (x — converge uniformément sur [0,1].

Exercice 21:CCINP 18
Onpose:VneN*, VxeR, u,(x) = # On considére la série de fonctions ) uj.
n>1
1. Etudier la convergence simple de cette série.
On note D 'ensemble des x ol cette série converge et S(x) la somme de cette série pour x € D.
2. (a) Lafonction S est-elle continue sur D?
(b) Etudier la convergence normale, puis la convergence uniforme de cette série sur D.

(c) Etudier la convergence uniforme de cette série sur [0, 1].

1. La série de fonctions étudiée est une série enfieére de rayon de convergence R=1.
En x=1, il y a convergence par le critére spécial des séries alternées.
En x=-1, la série diverge (série harmonique).
On adonc D=]-1,1].

2. (0) Entant que somme d’une série entiére de rayon de convergence 1, S est continue sur 1-1,1[ . (¥)
En x=

tére des séries aletrnées.
Le théoreme d’Abel radial permet alors d’affirmer directement la continuité de S en 1, et donc finale-
ment sur D entier.

_\nn
(0) VxeD, upy= "2 *

1 1,
lunlloo= sup lun(x)l=— et ) — diverge.
xel-1,1] nooa=in

(&
Donc ) —— x" ne converge pas normalement sur D.
n>1
== )"
p x" ne converge pas uniformément sur D non plus car, sinon, on pourrait employer le théoréme
n=1

- o ] 2 1 ]
de la double limite en -1 et cela enfrainerait la convergence de lasérie ) —, ce qui est absurde.
n
n>1

(c) On étudie la convergence uniforme sur [0,1] .

¥ x € [0,1], la série numérique Y  ux(x) satisfait le critére spécial des séries alternées ce qui permet de
n>=1

majorer son reste Ry,.

Ona:

+0o xn+1 1 . . . )
Vel 1 IRp@l=| 3 )| < luns1 ()] = < ——. (majoration indépendante de x)
k=n+1 n+l " n+1l
1
Donc [|R;lleo < —— avec lim =0
n+1 n—+oo n+ 1

Donc, Z u, converge uniformément sur [0,1].

n=>1
Bilan final :
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En regroupant fous les résultats obtenus et le cours sur les séries entiéres, on peut affrmer que Y u,
n>1

converge normalement sur fout segment de |-1,1[ et converge uniformément sur fout segment de |-1,1].

Corollaire 3 : Extension (HP)

si’y an(-R)" converge alors
N

(o) +00
anx" —— ) a,(-R)".
n=0 x—-R* ;70

Démonstration

+00 +00
I suffit d’appliquerle théoreme & x — f(-x) = Y (-1)"apx ol f(x) = ) axx", quia méme rayon de convergence.
n=0 n=0

Corollaire 4 : Extension (HP)

SioeR fixé, etsiy_ an (Reie ) converge, alors

+00 - +00 >
Z anxnem Z aanem
n=0 =0

x—R-
Démonstration
i +00 i0 +oo
Il suffit d”appliquer le théoréme & x — f[xe‘e) =) apx"e¥ ol f(x)= Y anx".quiaméme rayon de convergence.
n=0 n=0

Classe de la somme d’une série entiere

Propriété 13 : Classe ¢ sur I'intervalle ouvert de convergence

+00
On suppose que la série entiere ) a,x" aunrayon de convergence R>0. Alors f = ) f, est de classe
n=0 n=0
€ sur]-R,R[, et se dérive ferme a ferme sur cet intervalle : pour fout k > 1, pour tout x €] — R, R[, on peut
écrire

+00 | +00 ]
) n! = _ (p+K)! =
(x) = ———anx = Ay X
/ Zk -k ,;o pr P
(foutes ces séries ayant le méme rayon de convergence R).
(k) 0
On a alors a;. = ! k'( ).

Démonstration

On applique le théoreme de dérivation terme & ferme d’une série de fonctions : les f;, sont de classe €, la
série de fonction converge simplement et pour fout k, la série des f,gk) converge uniformément sur tout segment
de ]-R,RI.

SERIES ENTIERES - PAGE 16 SUR 31


https://mpi.lecontedelisle.re

J. Larochette VERSION DU 2 DECEMBRE 2023

Exercice 22: CCINP 23

A A n a A
Soit (a,) ,en UNe suite complexe telle que la suite (@) admet une limite.
Aanl ) neN
1. Démontrer que les séries entiéres Y a,x" et ) (n+1)a,.1x" ont le méme rayon de convergence.

On le note R.

+00
2. Démontrer que la fonction x— Z anx" est de classe ¢! sur l'intervalle 1 - R, R|.
n=0

1. Pour x #0, posons uy(x) = apx™ et v, (x) = (n+1ap+1x™.

On pose ¢ = lim lan+1l
n—oo |ap|

On a, alors, lim U1l =/|x| et lim [Vn41 () =0)x|.
n—oo |1, (x)| n—oo |y (x|

On en déduit que le rayon de convergence des deux séries entfiéres Y apx” et Y (n+1ay1x" vaut R=1/¢
(avec R=+oco dansle cas =0 et R=0dans le cas ¢ = +c0).

2. Soit R le rayon de convergence de ) a,x".
On pose, VneN,Yx€]-R,R[, fn(x)=anx".
Soit r € [0,R[. On pose Dy = [-r,r1].
) 3" fn converge simplement sur D;-.
iy VneN, f, est de classe €' sur D, .
iy D'apres 1., Y f,, est une série entiére de rayon de convergence R.
Donc, d’apres le cours, Zf,’1 converge normalement donc uniformément sur tout compact inclus dans |- R, R[,
donc converge uniformément sur D;..

+00
On en déduit que Vre[0,R[, S: x— Z anx™ est de classe €1 sur Dy
n=0

Donc, S est de classe €1 sur |-R, R|.

Exercice 23
cos no

Soit 6 € R\ (27Z) fixé. On rappelle que ) converge (se fait par transformation d’Abel...) Calculer la somme

de cette série a I'aide d’une transformation d’Abel.

ﬂ Primitivation de la somme d’une série entiére

Propriété 14

On suppose que la série entiére Y a,x" a un rayon de convergence R > 0. Alors les primitives de
n=0
+00
f: x— ) anx" sur]-R,R[ sont données par
n=0

n+l1

+1°

+00 X
F:x»—»F(O)+Zan
n

n=0

(Cette série entiere ayant encore pour rayon de convergence R).

Démonstration

Conséguence immédiate de la propriété précédente.

SERIES ENTIERES - PAGE 17 SUR 31



LYyCEE LECONTE DE LISLE — LA REUNION

HTTPS://MPI.LECONTEDELISLE.RE

Quelques calculs

Exemple

E4-—

E5—

E6—

Partons d’une série entiére simple et plutét célébre :

+00 1
vxel-1,1[ ) x"=—
n=0 1-

=

On peut dériver ou primitiver autant qu’on veut. Par exemple :

+00 xn
Vxel-1,1[, Y — =-In-x

n=1

+00 n X
Vxe]-1,1], ngonx =T
Et ainsi de suite...
On prend vite I’habitude de « bricoler » si on n’a pas exactement la forme voulue pour les séries entiéres que
I'on veut calculer :

+00
Vxel-1,1[, ) n’x"=
n=0

+00 xﬂ

vxel-1,1], n;o? =
(Cette derniére ne s’exprime pas & I'aide des fonctions usuelles.)
Il N’y a pas que la primitivation et la dérivation : les opérations algébriques (combinaison linéaire, produit)
sont aussi bien utiles. Par exemple, définissons, sin>1, H, =1+ P + 5 +oet % Alors le rayon de convergence

de ) H,x" est R=1 et on calcule
n>1

In(1-x)

+00
Vxe]-R,R[, Y Hupx"=- .
- X

n=1
Remarquons que, pour fout n, H, > 1. Donc R< 1 (la série Y H,1" diverge grossierement, donc 1 n‘est pas
dans le disque ouvert de convergence). Mais aussi, pour fout n > 1,
H,<nxl=n

(majoration d’une somme par le nombre de termes multiplié par le plus grand d’entre eux). Donc R > 1 (en
effet, si |x| <1, Hyx" 0 par croissances comparées, donc |x| < R).

n—+oo
Notons que I'équivalent célebre H, ~Inn n’est pas nécessaire ici : tres souvent, la détermination d’un rayon
de convergence est assez grossiere.

Posons, pour tout ne N, a, =1 et, si n > 1, b, = —. On définit aussi by = 0. On a construit ces deux suites pour
n

n
avoir, en posant hg=0:YnelN, Hy= Y bra,_ .

k=0
On peut alors appliquer le théoreme sur le produit de Cauchy :
+00 +o0 +00
Vxel-1L1[ ) Hux"=|) bnx")(z x")
n=1 n=0 n=0
d’ou .
&S —In(1-
Vxel-L1[ Y, Hpx" = —21=%)
=il 1-x
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m FONCTIONS DEVELOPPABLES EN SERIE ENTIERE

Il Définition

Définition 3 : Fonction DSE

Soit r >0, f une fonction & valeurs réelles ou complexes définie au moins sur 1 —r,r[; on dit que f est
développable en série entiére sur]-r, r[lorsqu’il existe une série entiére ) a,x" de rayon de convergence

n=0
au moins égal a r telle que

+00
Vxel-nrl f(x) =) apx"
n=0

Remarque

R17 — On dit aussi que f est développable en série entiére au voisinage de 0 lorsqu’il existe r > 0 tel que f soit
développable en série entiére sur | —r, r|.

E Stabilité

Propriété 15 : Opération sur les fonctions DSE

Toute combinaison linéaire, tout produit, la dérivée, foute primitive d’une fonctions développables en
série enfiere sur]—r,r|[ le sont,

Condition nécessaire, série de Taylor

Remarque

R18 — Pour que f soit développable en série entiere sur | —r,r[, il est nécessaire qu’elle soit de classe € sur cet
infervalle.

Définition 4 : Série de Taylor

Soit f une fonction d’une variable réelle, & valeurs réelles ou complexes, de classe ¥ au voisinage

de 0 (i.e. de classe € sur au moins un certain intervalle | - §,5[ avec § > 0). On appelle série de Taylor de
f la série entiere

f(n) (0) o
n>0 n!

Propriété 16 : condition nécessaire et unicité

Si f est développable en série entiere sur]1—r,r[ (r > 0), elle est de classe € sur|—r,r[ ef somme de sa
série de Taylor sur cet intervalle (cette série de Taylor a donc un rayon de convergence au moins égal a

r).

Il'y a donc unicité du développement en série entiere s’il existe.

SERIES ENTIERES - PAGE 19 SUR 31



HTTPS://MPI.LECONTEDELISLE.RE :'.__|dl e
[CIFE

LYyCEE LECONTE DE LISLE — LA REUNION

Remarque

R19 — Simple mais important! « par unicité du développement en série entiere » sera un argument fréquemment
utilisé.

Propriété 17 : Unicité du DSE

+00 +00
Sivxel-rr[ f(x)=)_ a,x"=)_ byx" (0N suppose r >0, et on suppose que les rayons de convergence
n=0 n=0

de chacune des séries sont > r), alors

(n)O
VnelN, an:bn:f '( ).
n!

Remarque

R20 - Comme pour les développements limités, I'unicité permet de voir que si une fonction est paire (respective-
ment impaire), alors tous les termes d’indices impairs (respectivement pairs) sont nuls.

Propriété 18 : Unicité bis du DSE

4y

+00 (o0}
Sivxelo,rl, f(x)= ) a,x" =) byx" (0N suppose r >0, et on suppose que les rayons de convergence
=0 =0

n

= =
de chacune des séries sont > r), alors

()
VnelN, an:bn:f '( ).
n!

Remarque
R21 - Ceftte version est nouvelle au programme et est fres intéressante pour les séries génératrices en probabilités.

Exercice 24 : montrant que la condition n’est pas suffisante

1 a S an
Montrer que x — exp (——2) prolongée par continuité en 0 est de classe ¥° sur R, que sa série de Taylor a un
X

rayon de convergence infini et que pourtant la fonction n’est pas développable en série entiére.
Notons en effet f cetfte fonction. On a vu que f était de classe C*, et que, pour tout ke IN,

fPo=o0
Si f est développable en série entiere sur ] —r,r[ (r >0), alors elle est somme de sa série de Taylor sur cet intervalle,

c’est-O-dire
Vxel-rnr[ f(x)=0

ce qui est manifestement faux. Donc f n’est pas développable en série entiére autour de 0.
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ﬂ Critere de développabilité en série entiére

Propriété 19 : Critére de développabilité en série entiére

Soit f une fonction de classe C* sur]—r,r[ (r >0), & valeurs réelles ou complexes.
On note, pour fout x €] —r,r|,

n £k
R = -y L0k
k=0 :

Alors f est développable en série entiére sur | —r,r| si et seulement si, pour fout x dans 1-r,r[, la suite
(Ru(x)) ey CONVErge vers 0.

Démonstration
En effet
+00 f(k) ©) i
f est développable en série entiére sur |- r,rl<=VYxel-rrl, f(x)=)_ ¥
k=0
n f(k) )
= Vxel-rr| kgOTx mf(x)
—=Vxel-rrl, Ry 0
n—+oo
Remarque

R22 — On rappelle que
X _ n
Rn(x):f =D pnen) (g4,

0 n!
et surtout que

n+1
|Rn(0)] < 0 sup] £+
1

(l’l+ 1)' [0,x

m DEVELOPPEMENTS EN SERIES ENTIERES DES FONCTIONS USUELLES

Il Fonctions d’une variable complexe

n Exponentielle complexe

Propriété 20 : Série exponentielle complexe

Pour fout ze C,
+00 N
exp(z) = ) — (R=+00)
n=0 n!
Remarque

R23 — C’est aussi une définition alternative de exp(z).
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Démonstration

Déja vu : on applique Taylor-Lagrange & f: t€[0,1] — ef?, de classe €.
Pour tout ne N, 9 (0) = 2.
|f(n+1)(t)) = |21+ let?| = 2|1 et Re(@) |+l ot Re(a) ¢ |Z|n+lmax(l’eme(z)) = M(z) donc

k

n
Z
V4
_ i< .
=) Al M@ e

L a-0F g
f(l)—kgon Q)

Corollaire 5 : Morphisme

Pour tous z et z/ dans C,
exp(z+2z') = exp(z) exp(z).

Démonstration

Produit de Cauchy.

n Série géométrique

Propriété 21 : Série géométrique

+00
Pour fout ze C fel que |zl <1, % =Y Z"R=1.
—Z  p=0

E Exponentielle réelle

Propriété 22 : DSE de e*

La fonction x — e* (c’est-a-dire I’'unique solution de I’équation différentielle y' = y qui prend en 0 la
valeur 1) est développable en série entiére sur R, et

X +ooxn
VxeR, e = Zg~ (R = +00)

n=0

Démonstration

C’est le cas réel du paragraphe précédent.
On peut aussi le remontrer directement : on a, pour tout k, exp® = exp. Donc la majoration de Taylor-Lagrange

donne, pour tout x réel, pour tout ne IN,
n .k

x X M n+1
e’ — —| < X
kgo | S ™
oU M = sup(exp) (=1 x<0, =e* si x>0). Or par croissances comparées,
[0,x]
|x|n+1
(n+1)! n—+oo
et donc .
n x_ . e
k! n—+oo
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Exercice 25

2
ex

~! Montrer que f est de classe

Soit f I'application de R dans R définie par f(0) = 1 et pour tout x e R*, f(x) = =

€ sur R.

Fonctions trigonométriques et hyperboliques

Propriété 23 : DSE de cosx, sinx, chx et shx

Les fonctions sin, cos, ch, sh sont développables en série entiere sur R (R = +0), et

+00 x2n +00 2n+1
VxeR, cosx= —1)* , sinx = =)=

,;0( e ,;0( Ven !

+00 x2n +00 x2n+1
VxeR, chx=) — shx=

,,Zb 2n)! ,,z::() @2n+1)!

Remarque
R24 — Cela permet de démontrer que cos’ = —sin et sin’ = cos. L'aviez-vous un jour démontré ?

Démonstration
Soit Taylor-Lagrange, soif cos x = Re (eix) et sinx =Jm (eix).

Pour sh et ch : on peut aussi les voir comme parties paire et impaire de I'exponentielle. Ou alors on revient a la
définition et on utilise le développement de I'exponentielle.

ﬂ Fonctions x — (1 + x)*

Propriété 24 : DSE de (1 + x)*

Pour tout a réel, la fonction x— (1+x)* est développable en série entiere sur1-1,1[ (R =1).

X ga@-1)...(a—n+1)
x
n!

n

Vxel-1,1[ A+x)%=1+

n=1

Sia €N, le développement est valable dans R (R = +co).

Remarque

R25 — On notfe parfois . Cette notation ne vaut rien si on ne sait pas ce qu’elle signifie.

n!

al ala—1)...(a—n+1)
1=

+o0 a
Onaalors Vxel-1,1[, 1+x0)%= ) ( )x”'
n=0\"

Démonstration

On pourrait utiliser Taylor-Lagrange de nouveau, mais on va plutdét utiliser une méthode importante : la re-
cherche de solutions développables en séries entieres d’une équation différentielle.
Notons f, : x— (1+x)% et remarquons que f, est de classe €1 sur]-1,+oo[ et solution sur cet intervalle de I'équa-
tion
1+xy —ay=0. (E)
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E

On cherche d’éventuelles solutions développables en série entiere de (E).

+00
Analyse Soit ¢ tel que pour tout x €] —r,r[ (Qvec r>0), ¢p(x) = Y anx™, Ol (an)yew €St UNE suite de nombres réels.
n=0
(On suppose implicitement que le rayon de convergence de la série entiere est supérieur ou égal a r).

Par théoreme, ¢ est de classe € sur | -r,r[ et se dérive terme & terme. Ainsi,

+00 +00
¢ est solution de (E) sur |- r,rl<> Vxel-rrl, (1+x) ), napx™ -« Y anx=0
n=1 n=0

+00 1 +00 +00
= Vxel-nrl, Y. napx™' + Y napx"- a) apx"=0
n=1 n=1 n=0

+00 +00 +o00o
= Vxel-rrl, Y (n+Dapa1x” + ) napx" - a ) apnx"=0
n=0 n=1 n=0
+00
= Vxel-rr, ) [(n+Dag+n-a)a)x" =0
n=0
a-n
= Vnel, a1 = an (1)
n+1

(par unicité du développement en série entiere.)

Synthése Comme on a raisonné par équivalences, la seule chose & vérifier est que le rayon de convergence de
la série entiere est bien >0 pour valider le raisonnement.

Soit donc une suite vérifiant la relation de récurrence (1). S'il existe ne IN tel que a;, =0, alors (ay) est constam-

ment nulle est le rayon est +oo.

|an+1xn+q

— |x] donc le
lanx"|

Sinon, fous les a, sont non nuls et on peut procéder par la regle de d’Alembert :

rayon est 1.

Comme f,(0) =1, par unicité de solution au probleme de Cauchy constitué de I’équation (E) et de la condi-

] initi py a—n
fion initiale f(0) =1, on a pour tout xe] —1,1[, f(x) = Z anx" avec ap =1 et pour tfout ne N, a,,1 = —
n=0

an.

-1
) al@-1)...(a—n+1) i (@a=k
On calcule alors a1 = a, ap = et par récurrence, pour tout ne IN*, a;, = ( )... ) = =

(valable aussi pour n =0 car alors le produit vide vaut 1).

ala—1)

n! n!

Remarque
R26 — Dans le cas ou a € IN, on retrouve la formule du bindbme de Newton.

—
=

Corollaire 6 : DSE de Tox

+00 +00
En particulier, pour tout x €] - 1,11, L Y x"et L - Y =D"x". (R=1)
1-x ;= 1+x ;5

E x—In(1+x), x—In(1-x)

Propriété 25 : DSE de In(1 + x) et In(1 — x)
x—In(1-x) ef x— In(1 + x) sont développables en série entiére sur1-1,1[ (R=1) et
+00 _ 41t

vxel-1L1[ Inl-x)=)_

n=1

n

too (_ n-1.n
Vxel-1,1], 1n(1+x)zz( n" " x

n=1 n
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Démonstration
Primitivation de séries entieres géométriques.
+o0 (_1)n+1

Exercice 26 : En déduire
n=1

En effet, le TSSA nous assure la convergence uniforme sur [-1,0] et donc la continuité en —1 dans le DSE de
In(1-x).

H Arctan, Arcsin

Propriété 26 : DSE de Arctan

Arctan est développable en série enfiere sur1—1,1[ (R=1) et
+00 (_1)nx2n+1

Vxe]—-1,1[, Arctanx=
] [ nZ:’O 2n+1

Démonstration

Par primitivation.

Exercice 27 : Développer en série entiére la fonction Arcsin.
Pour Arcsin, ¢’est moins simple et cela n’apparait pas dans le programme. Donc pas & connaitre par coeur.

On peut utiliser le fait que sur ] -1,1[, Arcsin’(x) = = On trouve

l=g
+00 1-3---2n-1) x2n+1 B +00 @2n)! x2n+1

Arcsin(x) = = o
@ n;o 2-4---2n) 2n+1 [=p22n(n)2 2n+1

. T .
Et pour Arccos ? C’est B — Arcsin!

Exercice 28 : CCINP 51

!
1. Montrer que la série )" ( @2n)!

——F— converge.
n)22412p+1) g

On se propose de calculer la somme de cette série.

2. Donner le développement en série entiére en 0 de r— en précisant le rayon de convergence.

1
Vi-t
Remarque : dans I’expression du développement, on utilisera la notation factorielle.
3. En déduire le développement en série entiére en 0 de x— Arcsin x dinsi que son rayon de convergence.

At = 2n)!
4. En déduire lavaleurde ) ————————.
=0 (nh224n2n +1)

2n)!
1. Onpose:vVneNup=——5——.
(n)22412n+1)

Ona:vneN, up>0.

ups1 _ 2n+2)2n+1)@2n+1)  (2n+1)? 1

un  (n+1)2242n+3)  8(n+1)(2n+3) to0 4’
1

Unp+1 . <1

Uy n—+oo 4

Donc, d’aprés la regle de d’Alembert, ¥ u;, converge.

VneN,

Ainsi,

2. D’apresle cours, Va e R, u— (1+u)® est développable en série entiere en 0 et le rayon de convergence R de
son développement en série entiére vaut 1 si a ¢N.
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+ — —_
Deplus, Vuel-1,1[, A+ w* =1+ zooa(“ 1)";1('“ "H)u
n=1 y

n

- 1
En particulier, pour a = = etu=-r¢:

1 10 (-1)(-3)--- (- 2n-1)
R=1letVrel-1,1[,—==1+ -
L1 —— n; o G)
En multipliant numérateur et dénominateur par 2.4....2n =2"n!, on obtient :

1 oo (2n)!
=1+ t
Vi—t ,,; @2nnh?
) 1 1o 2n)!
Conclusion: R=1et Vrel-1,11, =
] [ Vi—t n;o (2" nh?2

3. D’aprés la question précédente, en remarquant que : xe]-1,1[ t=x2 € [0,1[ et [0,1[c] —1,1[, il vient :
1 oo (2n)!

Vxe]l-1,1], =
il INeTR

n

Viel-1,1],

n

x?™ avec un rayon de convergence R=1.

1

\/1—x2.

D’aprés le cours sur les séries entieres, on peut intégrer terme & ferme le développement en série entiere de

Arcsin est dérivable sur]-1,1[ avec Arcsin’ : x —

X - et le rayon de convergence est conserve.
Il =58
De plus, on obtient :
D 2n)!
Vxe€]-1,1[, Arcsinx =Arcsin0+ ) (2n)

—————__ x*"1 gvec un rayon de convergence R =1.
=0 @"nh22n+1)

1 . .
4. Prenons x = 5 €] —1,1[ dans le développement précédent.

1) e @n)! 1

On en déduit que Arcsin (5 n;o R EnT]) 2

ety (1) = ey, B @2n)! pis
C’est-0-dire, en remarquant que Arcsin (—) =—,onobtfient ) ———— =—,
2) 6 o (mh224n2n+1) 3

m QUELQUES METHODES

Il Développements en séries entiéres

Méthode 4
1. Utilisation des DSE de fonctions usuelles : opérations usuelles, intégration, dérivation, produit de Cauchy.
2. Décomposition en éléments simples d’une fraction rationnelle.
3. Utilisation d’une équation différentielle (voir preuve pour (1 + x)%) :
(a) Supposer (analyse) avoir une fonction DSE avec un rayon R > 0.
(b) Traduire le fait qu’elle soit solution de I'équation différentielle (en général par équivalences).
(c) En déduire ses coefficients par unicité de ceux-ci (en général, on a une relation de récurrence).
(d) Vérifier gu’effectivement, le rayon est >0 (synthese).
(e) Exprimer éventuellement la solufion avec les fonctions usuelles.

Exercice 29 : CCINP 2
3x+7

(x+1)2°
1. Décomposer f(x) en éléments simples.

On pose f(x) =

2. En déduire que f est développable en série entiére sur un intervalle du type |-r,r[ (ol r > 0).

Préciser ce développement en série entiére et déterminer, en le justifiant, le domaine de validité D de ce
développement en série entiére.
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3. (a) Soit Y a,x" une série entiére de rayon R > 0.
+00
On pose, pour tout xe |-R,R[, g(x)= Y anx".
n=0

Exprimer, pour tout entier p, en le prouvant, a, en fonction de 2P 0).
(b) En déduire le développement limité de 1 & I'ordre 3 au voisinage de 0.

4

1. En utilisant les méthodes habituelles de décomposition en éléments simples, on frouve : f(x) = =17 N
X

P 1
2. D'apres le cours, x— pre] et x

- sont développables en série entiere & I'origine.
+1 (x+1)2

1 +00
De plus,onaVvxe]-1,1[, — = ¥ (-D"x".
1+x n=0

Et, vxel-1,1[, P Jrfo(—l)”“nx”‘1 ( obtenu par dérivation du développement précédent).
n=1

1+x)
On en déduit que f est développable en série entiere en tant que somme de deux fonctions développables
en série entiere.

+00 +00
Etvxel-1L1L f(0)=3 ¥ (-D"x"+4 ¥ (-D"(n+1Dx".
n=0 n=0

C'est-o-dire : Vxe]-1,1[, f(x) = Jfo(zln +7(=D"x",
Notons D le domaine de volidi:é gju développement en série entiere de f.
D’aprés ce qui précede, 1-1,1[c D.
Notons R le rayon de convergence de la série entiere ) (dn+7)(-1)"x".
D’apres ce qui précede R > 1.
Posons, pour tout entier naturel n, a, = @n+7)(-1)".
Pourx=1etx=-1, lim [a;x"|=+oodonc} @n+7)(-1)"x" diverge grossierement.
Donc R<1,1¢Det-1¢D.
On en déduit que D =]-1,1].
3. (a) Soit ¥ anx™ une série entiére de rayon R > 0.

+00
On pose, pour fout x€]-R,R[, gx) = ) anx".
n=0

D’apreés le cours, g est de classe C* sur |-R, R|.
De plus, Vx€]-R,R][,

+o00o +00
g=Y nax"'=Y n+api1x"
n=1

n=0
+00 +00
g'x)=) n(n+ Dayx" ' = Y (n+D(n+2)ap2x".
n=1 n=0

et, par récurrence, on a :

D) ry = S n_ X (n+p) n
VpeN,Vxe]-RR[ gP )= ) n+1)(n+2)..(n+planspx =) —— anspx”.
n=0 n=0 .
Ainsi, pour fout peN, gP)(0) = plap.
. g(p)(O)
C’est-a-dire, pour fout peN, ap = o

(b) f estde classe C*° sur]-1,1].

3 £
Donc d’aprés la formule de Taylor-Young, au voisinage de 0, f(x) = ) ! p'(o) xP +o(x3). (%)
p=0

(p)
Or, d’aprées 3.(a), pour tout entier p, ! p'(o) est aussi la valeur du p® coefficient du développement en
série entfiére de f.
, . ) f(P) (0)
Donc, d'aprés 2., pour tout entier p, P =@Up+7(-DP.  (xx%)

3

Ainsi, d’aprés (+) et (+%), au voisinage de 0, f(x) = Y @p+7)(-1PxP +o(x).
p=0

C’est-a-dire, au voisinage de 0, f(x) =7 -11x+15x% —19x3 + o(x%).
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Exercice 30: CCINP 22
1. Que peut-on dire du rayon de convergence de la somme de deux séries entiéres? Le démontrer.

2. Développer en série entiére au voisinage de 0, en précisant le rayon de convergence, la fonction
fix—Inl+x)+In(1-2x).

A 1 1 1
La série obtenue converge-t-elle pour x = i ?x= > ?2x= = ?

En cas de convergence, la somme de cette série est-elle continue en ces points?

1. Voir cours.
+00 (-1 n—1

2. Pour|x|<1,In0+x) = Z x",
n=1 n
1 +00 9n
Pour [x|< =, In1-2x)=- ) —x".
2 =1 n

L =l =gt 1
D’aprés 1., le rayon de convergence de ) Lx” vaut 3
n>1

Donc le domaine de validité du développement en série entiere & l'origine de f contient ]—%%[ et est

11
contenu dans [——,— .
2’2

+o00 (_1\h—1_on
Et, pour |x| < %,f(x): . %x”.

n=1
1
Pour x=-:
4
. R (_l)n—l _2}’1 - 1 +00 (_1)”-1 _2n . . .
la série entiere ) —————x" converge en - et x — ) x" est continue en ce point car
n>1 £ 4 n=1 1
1| 1
=|| < =0
4| 2
Pour x = -
L . (-prt-2n o , L 1 .
la série entiere Y ——————x" diverge car elle est la somme d’une série convergente (- appartient au
n>1 n 2
, iy " p"t o, . B iy .
disque de convergence de la série entiére Y ———x") et d’une série divergente (série harmonique).
n>1
1
Pour x=—--:
2
L. . (_l)n—l_zn n 1 o
la série entiere ) —————x" converge en -~ comme somme de deux séries convergentes.
n>1 2
En effet :
, D™y 1 , . . s
D’'une part, ). ———|-=| converge car —= appartient au disque de convergence de la série entiére
n>1 n 2 2
=]l n-1
CO7 "
n>1 il
D’autre part,
21’1 1 n (_l)n , R L L . . . 1 )
Yy = =5 == y converge d'aprés le critére spécial des séries alternées ( 1a suite (5) ,en+ est bien
n>1 I n>1

positive, décroissante et de limite nulle).
La continuité de la somme de la série entiére en ce point est alors assurée par le théoréme d’Abel radial.

Remarque :

Soit ) apx™ est une série entiére de rayon R > 0.

On note f la somme de cette série entiére sur son domaine de convergence.
La version du théoreme d’Abel radial au programme assure que :

+00 +00
si ) ayR" converge alors lim ) aux" =) asR".
=R 20 n=0

En considérant la fonction la fonction x — f(-x) qui est la somme de la série entiére ) (-1)"a,x" ( de rayon
R). on a immédiatement I'extension suivante :

+00 +00
si ) an(-R)" converge dlors lim ) anx"= )" an(-R)".
x—=R" =0 n=0
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Exercice 31: CCINP 32
Soit I'’équation différentielle : x(x-1)y” +3xy'+y=0.

1. Trouver les solutions de cette équation différentielle développables en série entiére sur un intervalle |-r,r[ de
R, avec r > 0.
Déterminer la somme des séries entiéres obtenues.

2. Est-ce que toutes les solutions de x(x—1)y"+3xy’'+y = 0 sur |0, 1[ sont les restrictions d’'une fonction développable
en série entiére sur1-1,1[?

1. Soit )" a,x" une série entiére de rayon de convergence R >0 et de somme S.

+00 +00 +00 +00
Pour tout x€]-R,R[, S(x) = Y. anx", S'(x)= Y. napx" ' et 8" =Y nn-Dapx" 2= Y (n+Dnazx" .
n=0 n=1 n=2 n=1
+00
Donc x(x—1)S"(x) +3xS' () +S(X) = 3. ((n+1)2an—n(n+1)an+1)x”.
n=0

Par unicité des coefficients d’un développement en série entiere, la fonction S est solufion sur |-R,R[ de

I’équation étudiée si, et seulement si, VneN, (n+1)%2a, — n(n+1)ay1 =0.

C'est-a-dire : VrneN, nay+1 = (n+1ay.

Ce quirevient & : vneN,a, = na;.

Le rayon de convergence de la série entiére ) nx" étant égal & 1, on peut affimer que les fonctions

développables en série entiére solutions de I’équation sont les fonctions :

x—a +oonx”—a xi( ! )— M
T T 1-x2

T définies sur |-1,1[, avec a; €R.
2. Notons (E) I'équation x(x-1)y" +3xy' +y=0.
Prouvons que les solutions de (E) sur ]0;1[ ne sont pas foufes développables en série entiere a I'origine. Raison-
nons par |'absurde.
Si foutes les solutions de (E) sur ]0;1[ étaient développables en série entiere & I'origine alors, d’apres 1., I'en-
semble des solutions de (E) sur ]0;1[ serait €gal a la droite vectorielle Vect(f) ou f est la fonction définie par
Vxel0,1[, f(x) =

X
(1-x)?
Or, d’apres le cours, comme les fonctions x — x(x-1), x — 3x et x — 1 sont continues sur ]0,1[ et que la
fonction x— x(x—1) ne s’annule pas sur 10, 1[, I'ensemble des solutions de (E) sur 10,1[ est un plan vectoriel.
D’ou I'absurdité.

E Calcul de somme d’une série entiere

T\

Méthode 5 : Utilisation les DSE des fonctions usuelles

1 " " P(n .
1. Si Pe C[X] non nul, pour calculer la somme des séries entiere Y P(n)x" et }_ #x”, on décompose P dans la
n

base (Qr)r 0U Qo =1, Q1 = X, et pour tout k, Q. = X(X-1)---(X—k+1), ofin de faire apparaitre des séries entieres
dérivées ou primitivées.

2. Décomposition en éléments simples d’une fraction rationnelle.

3. Intégration ou dérivation tferme a terme.

Exercice 32: CCINP 47 (a)

n,2n
Déterminer le rayon de convergence et calculer la somme de la série entiére ) sur l'intervalle ouvert
n>1
de convergence.
n,2n 3nx2n
On note R le rayon de convergence de )’ et pour fout réel x, on pose u,(x) =
n>1
u X) 3nx?
Pour x non nul, | 4109 — 342
Up(x) n+1|n—+oo
Donc, d’aprés la reégle de d’Alembert :
n,2n

: b i o 1
si [3x?| <1 c’est-a-dire si |x| < 7 alors ) converge absolument

n>1
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nx2n

. e 1
et si [3x2] > 1 c’est-a-dire si |x| > — alors Y

\/§ n>1

diverge.

On en déduit que R =

%J*

1 +00 3nx2n

\/_\/_

Onpose:Vxe , S(x) =

n=1 n
+oo (3x2) n

Ona:Vxe S()—

Ll

+00
t"
Or, d’apres les développements en séries entiéres usuels, ona: vre]-1,1], Z — =-In(1-10).
=1

Ainsi: Vxe

L i[ S(x) = —In(1 —3x2)

Exercice 33 : CCINP 24

1. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére Z

e’
+00 n
On pose S(x) = .
p (X) nz::(] (211)!

2. Rappeler, sans démonstration, le développement en série entiére en 0 de la fonction x — ch(x) et préciser le
rayon de convergence.

3. (a) Déterminer S(x).
(b) On considére la fonction f définie sur R par :

fO =1, f(x)=chyxsix>0, f(x)=cosyv—xsix<0.

Démontrer que f est de classe C™ sur R.

n

@n)’

1. Notons R le rayon de convergence de la série entiére )
n
en)!’
| x|
im ——
" n—+too 2n+2)2n+ 1)

Pour x #0, posons u, =

Un+1
Up

lim
n—+oo

On en déduit que la série entiere ) ﬁ converge pour fout xe R et donc R = +oo.

+o0 2N
2. VxeR,ch(x) =) ()ch)' et le rayon de convergence du développement en série entiere de la fonction ch est
n=0 :
égal d +oo.
+00 n +00 2n
3. (a) Pour x>0, on peut écrire x=t? et S(x)= ) = Z =ch(n) =chvx.
=0 2n)! o 2n)!
too 4 +oo = l)n 2n

Pour x <0, on peut écrire x= -2 et S(x) = = cos(f) = cos y—x.

Soenl L, @)
(b) D’apres la question précédente, la fonction f n’est autre que la fonction S.
S est de classe € sur R car développable en série entiére & I'origine avec un rayon de convergence
égal A +oo.
Cela prouve que f est de classe €° sur R.

2
. P . . P .s n
Exercice 34 : Déterminer le rayon de convergence puis calculer la somme de la série entiére 2_nxn'
n=0

Par d’Alembert, R =2 (ou parce que le rayon de convergence de anx" vaut 1).

+00 +00 2 2 2
Puis n® = n(n—-1)+n donc f(2x) = x* ; n(n-1x""%+x )3 nx"! = a —xx)s + (1—xx)2 = (ch—:;s.
2x% +4
Donc pour tout x €] - 2,2, f(x) = %
2-x)3
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n n

Exercice 35 : Déterminer le rayon de convergence puis calculer la somme de la série entiére ) mx .
n-— n

n=2
n 1
=).

Par d’Alembert, R=1 (ou parce que le rayon de convergence de¢ ——— ~
(n-1)(n+2) n

Puis décomposition en éléments simples.

Exercice 36 : Une application des séries génératrices

En utilisant des séries entiéres, déterminer le terme général de la suite de Fibonnaci donnée par Fy =0, F; =1 et
pour tout ne N, Fj,.0 = Fj, + Fpyi1.-
Soit la série entiere Y F,x". Sous réserve d’un rayon de convergence R > 0, on d pour x €] — R,RI,

+00 +00 +00 x
Y Fne2x™2= Y Fpx™24 Y Fpppx™? donc f(x)—x=x2f(x) +xf(x) sOit (PP +x-1)f(x) = —x et f(x) = PR lorsque
n=0 —x—x

n=0 n=0
l—x—xz;éO.
1 1 1 1+v5 1-v5
Par DES, 5 s |le—— = = Ty = t on a bien un n n n . pui
ar DES, f(x) \/g(l—wx l_y/x)ovemp 5 ety 5 et on a bien un rayon de convergence > 0, puis
T 1] 1 . . . , .
fo=>3 (— n_ —u/”)x" : on retrouve par unicité |'expression des termes de la suite de Fibonacci.
n=0 V5 V5
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