n RAPPELS...

n ... sur des sommes finies

n n

m || faut connaitre Y & el Y K2 _ptnrentl) o
k=1 =

2

et savoir continuer, par télescopage de

e
k=1
(k+1D"—k".

13 (n(n+1)
2

1 _xn+1

Siox # 1

n
m On sait aussi calculer Y x* =
k=0 1-x

n n &
et | |x"=a+x"
=o\k

m Laformule ). (Z aij|=2 (Z ai,j), si 1 et J sont deux en-
iel\je] jeJ\iel
sembles finis, est une conséquence de la commutativité
et de |'associativité de I'addition.
Dans le cas de sommes triangulaires, |'interversion peut
aussi se faire en étant prudent sur les bornes : par exemple,
il faut étre & I'aise avec

n(n n (J
Y X al= X (aj)=X (X a|
i=0\j=i 0<i<j<n j=0\i=0
Si on a une hésitation, un artifice simple : posons a; ; =0
si j<i.Alors
n(n n(n n(n n (1]
L2 aij|=2|Xaij|=X|Xaij|=X | aijl|
i=0\j=i i=0\j=0 j=0\i=0 j=0\i=0

On peut aussi représenter I'ensemble des couples (i, j)
d’indexation pour « voir » ce qui se passe.

Signalons enfin la distributivité de la multiplication sur
I’addition (si on est dans un anneau), qui permet d’écrire

(Z%‘)(Z%’)IZ(Z%’%‘: Y. aib;j

iel jeJ iel\jeJ (i,elx]

E ... et sur les ensembles finis

Définition 1 : Ensembile fini, cardinal

Un ensemble E est dit fini s’il est vide ou s’il existe
un neIN* et une bijection entre [1,n] et E.

n est le cardinal de E, noté |E| = #E = |E|.

On pose |@| = 0.

Propriété 1 : des cardinaux

Soient E, F deux ensembles finis.

() Si Ae 2(E), A fini et |Al < |E|, avec égalité si et
seulement si A=E.

(i Si A, B e 2(E) disjoints (AnB =), |AuB| =|A| +|B|.
(iiy Si A,B€ (E), |AUB|=|A|+|B|-|ANBI.

(iv) Si Ae 2(E), |[E\ Al = |E| - |Al

(V) Si A, BeP(E), |A\B|=|Al-|ANBI.

(Vi) ExF estfiniet|ExF|=|E|x|F|.

(viiy FE est fini et |FE|=|F|IEl.

(vii) 92(E) est fini et |2 ()| = 2!E,
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Dénombrabilité, Sommabilité

m ENSEMBLES DENOMBRABLES

n Définition

Définition 2 : Ensemble dénombrable, énumération

On dit gu’un ensemble E est dénombrable lors-
qu’il est en bijection (c’est-a-dire équipotent) avec
IN.

Une bijection f:IN — E est appelée énumération
de E.

Propriété 2 : Cas des parties infinies de IN

Toute partie infinie de IN est déenombrable.

Propriété 3 : Dénombrabilité de Z

Z. est dénombrable.

E Ensembles au plus dénombrables

Définition 3 : Ensemble au plus dénombrable

Un ensemble est dit au plus dénombrable lorsqu’il
est fini ou dénombrable.

Propriété 4 : Caractérisation

Un ensemble est au plus dénombrable si et seule-
ment s’il est en bijection (c’est-a-dire équipotent)
avec une partie de NN.

Corollaire 1 : Partie d’'un ensemble dénombrable

Une partie d’'un ensemble dénombrable est au
plus dénombrable.

Produit cartésien

Propriété 5 : Dénombrabilité de IN?

IN2 est dénombrable.
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Propriété 6 : Produit cartésien d’ensembles dénom-
brables m
SOMMABILITE

Un produit cartésien d‘un nombre fini d’en-
sembles dénombrables est dénombrable.
En particulier, pour tout p € IN*, INP est dénom- n
brable. Infroduction

E Familles de réels positifs

Théoréme 1 : Dénombrabilité de Q

Q est dénombrable.

n Calculs dans [0, +o0]

Définition 4 : Opération et ordre dans [0, +oo]

On note [0, +oo] = [0, +oo[U{+oo} = Rt U {+o0}.

On étend les lois +, x ainsi que I'ordre < de la ma-
n Réunion d’ensembles dénombrables niere suivante : si a € [0, +ool,

B a+ (+00) = (+00) + a = (+o00) + (+00) = +00.
On commence par le lemme frés intuitif suivant : B Sia>0, ax(+00) = (+00) x a = (+00) x (+00) = +00.

B a< +oo el +oo< +00.

Enfin, on appelle borne supérieure d’une partie A

dans [0, +o0].
Soit E un ensemble non vide. Il y a équivalence
entre
nombrable. (iiiy Il existe une injec- Si AcR est majorée dans R, c’est le supy A dans
(iiy I existe une surjec- tion entre E ef N R que I'on connait bien.

Si Ac R non majorée dans R ou si A contient +oo,
alors sup A = +oo.

Propriété 7 : Réunion au plus dénombrable d’en-

sembles au plus dénombrables n Sommes de familles de réels positifs

Une réunion au plus dénombrable d’ensembles
au plus dénombrables |’est encore.

Définition 5 : Sommes de familles de réels positifs

Soit I ensemble quelconque (fini ou infini, éven-
tuellement non dénombrable). On note ici 2 (1) I'en-
semble des parties finies de 1.
H Soit (u)ie; € (R*)! une famille de réels positifs in-
Ensembles non dénombrables dexée par I.
On appelle somme de Ila famile, notée
Z u; la borne supérieure dans [0,+00] de
iel
R n’est pas dénombrable. A= { Y ui, Je( I)} :
ie]

Théoréeme 2 : Non dénombrabilité de R

Y uj= sup (Z ui) € [0, +o0].

iel JeZr(D\ie]

Théoréme 3 : de Cantor (HP)

Si E est un ensemble non vide, il n’existe pas de

surjection de E dans 2 (E). ) Propriété 9 : Cas des sommes finies
En particulier, 22(IN) n’est pas dénombrable.

On suppose que I = {iy,...,ip} est fini. Alors la
somme de réels positifs définie précédemment est

p
bien égale & ) u;,, le sup étant ici fini (c’est méme
k=1

Corollaire 2 : Non dénombrabilité de 22(IN) (HP) un max).

2(IN) n’est pas denombrable.
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Propriété 10 : Cas des séries

Propriété 14 : Cas dénombrable : écriture sous forme

de série

Soit (Un) peN € (R*)]N une famille de réels positifs.

Alorsle nombre S u € [0, +o0] défini précédemment Soit (u;);e; une famille de réels positifs, 1 étant dé-
nelN nombrable.

t Saql & +oo | I sér + 4 ; Soit n— i, une bijection de IN sur I (ie une énumée-
est égal a ’;0 un Si la série est convergente, et +oo ration de 1.
sinon. Alors oo

On se permet donc d’utiliser les deux notations in- Yui=Y uj,
+00 i

7 2 el n=0

différemment, et de noter ) u, = +oo lorsque la série !
n=0 dans [0, +oo].

est divergente.

Corollaire 3 : Invariance par permutation d’une série

Propriété 11 : Comparaison Si Zan est une série a termes réels positifs et

i . +00 +00
m Sipourtoutiel, 0< a; < b; o eBSM), alors Y. agm = Y., an Adans [0, +ool.
n=0 n=0
> ai <) b
iel iel
dans [0, +oo]. n Linéarité
En particulier, si ) b; < +oo, alors Y a; < +oo.
iel iel A 2 2 -
mSrcl Propriété 15 : Linéarité, cas des réels positifs
0 L g :
lé, LIS l.;]“’ Si I est un ensemble quelconque, a = (a;)c; et

b= (b;);ic; des familles de réels positifs, A e R,
Alors Y (a;+Ab;) =Y a;+AY b; dans [0,+oo].
iel iel iel
(Ici, on pose 0 x (+o00) =0.)

dans [0, +oo].

Sommabilité dans le cas positif
n Sommation par paquets

Définition 6 : Famille sommable de réels positifs

. . P Théoréme 4 : sommation par paquets
Soit I un ensemble, (u;) ;e une famille de réels po- par paq

sitifs. . Soit I un ensemble quelconque, réunion dis-
On dit que (u;);e; est sommable lorsque jointe des I; pour je ] :k#¢= Inl, =& et
Z Uj < +00. UJr j = I(presque une partition : il peut y avoir des I;
iel h
jel

vides. On parle de recouvrement disjoint.)
Soit (u;) ;e une famille de réels positifs. Alors

Propriété 12 : Dénombrabilité de I'ensemble d’in- Yui=> | Y ui).
dice i€l JeJ \i€l;

Si (u;);e; une famille sommable de réels positifs,
alors {i € I, u; # 0} est au plus dénombrable.

n Théoréme de Fubini positif

Théoréme 5 : de Fubini, cas positif

n Invariance par permutation Soit (wm,n)(mmenz Une famille de réels positifs.
Alors
Propriété 13 : Invariance par permutation 463 [ 469 269 [[4cs
Soit (u;) ;e une famille de réels positifs, I efant dé- (m,n)eN2 n=0 \m=0 m=0 \n=0
nombrable. Soit o € §(I) une permutfation de 1. Alors )
toujours dans [0, +oo].
D U= Uo(i)
iel iel

dans [0, . . . P
Whares] 3 Familles de réels quelconques ou de

complexes
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Différence majeure avec ce qui précéde : on va devoir com-
mencer par prouver la sommabilité avant d’utiliser les théo-
remes, qui, parfois, la donnent aussi comme conclusion.

Notation 1: Ensemble ¢1 (1)

On note ¢ (1) I'ensemble des familles sommables
Bien voir le paralléle avec les intégrales généralisées. de réels ou complexes indexées par un ensemble
quelconque I.

n Définition, somme

Propriété 18 : Cas des séries

Définition 7 : Famille sommable La famille (u;) ;e de nombres réels ou complexes

Soit 7 un ensemble quelconque et (u;)e; € C! est sommable si et seulement sila série Y u; est abso-
12213 '

On dit que la famille (u;);e; est sommable lorsque Iumgnt convergefnf/e. p de Ia séri
la famille de réels positifs (|u;]);e; I'est. Autrement dit a somme est alors la somme de la série ) u;.

(up)jer €st sommable < Y |u;| < +oco
iel

Lemme 2

Si(u;)je; €St sommable, pour fout e > 0, il existe une
partie finie J de I telle que

Propriété 16 : Condition de sommabilité, cas réel

<€

2ui= ) U

ie] iel

Soit I un ensemble quelconque et (u;)ier € R
Sila famille (u;) ;e €st sommable, alors les deux fa-

milles (uj)iel eR! et (ui_)iel eR! le sont.

Propriété 19 : Sommabilité par comparaison

Soit I un ensemble quelconque, (u;);e; Uune fa-

famile o rdels posti vt - e
Définition 8 : Somme dans le cas réel famille de réels positifs vérifiant

Soit I un ensemble quelconque et (u;);e; € R une

. Viel, |u;|<v;.
famille sommmable. |ui] < v

On définit la somme Alors (u;);c; est sommable.
IMTEDNED NI
i€l i€l i€l

n Invariance par permutation

Propriété 20 : Invariance par permutation

Propriété 17 : Condition de sommabilité, cas com- Soit I est un ensemble quelconque et (u;);.; une
plexe famille sommable de nombres réels ou complexes.
Soit o € &(I) une permutation de I.

Alors (ug() ;e; €5t sommable, et Y u;j =) ugyg).
i€l iel

Soit I un ensemble quelconque et (u;);er € CL.
Sila famille (u;) ;e €st sommable, alors les deux fa-
milles QRe(u;))jer € RT et (Gm(u;));e; € R le sont.

Propriété 21 : Cas dénombrable : écriture sous forme

Définition 9 : Somme dans le cas complexe de série

Soit I un ensemble dénombrable et () jer € ol Soit I est un ensemble dénombrable et (u;);.,; une
une famille soommable. famille de nombres réels ou complexes , k — i une
Sila famille (1) je; est sommable, les deux familles bijection de N sur I. '
(D%(u-))_ cR! of [Jm(u-))_ cR! le sont. Lo famille (ui);c; est sommable si et seulement
) jer I jer si ) u; est absolument convergente, ef le cas
Cela permet de définir la somme kelN
échéant, on a
g e~ +
dYouj=) Re(u))+iy Jm(u;). Y u = Zo:oui )
jel jel jeI I iz k
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Corollaire 4 : Invariance par permutation d’une série
absolument convergente

m SOMMES DOUBLES : LE CAS OU ] = IN?

S’y an est une série absolument convergente &
termes réels ou complexes et o € G(IN), alors la série n
+o0 +o0 AOre ini
Y aqyn converge absolument et Y ag;= ). an. Theoreme de Fubini
n=0

n=0
Théoréme 7 : de Fubini

Soit (am, n)(m menz Une famille de réels ou de com-
Linéarité p/e)égs.
]

Propriété 22 : Linéarité, cas général H1 (am,n) ez €5t sommable (c’est-a-dire si

(|@m,n|) m, men2 I'€8t. Par exemple avec le
Si I est un ensemble dénombrable, si (u;);.; et théoréme de Fubini précédent)
(vi);e; sont deux familles sommables d’éléments de

K (K=R ou C), si Ae K, la famille (Au; + v;);.; est som- el
mable, et +00 [ +00 +00 (+00
Z am,n = Z ( Z am,n) = Z (Z ﬂm,n)
Y Aui+v) =AY uij+ Y v; (m,m)€IN2 n=0\m=0 m=0\n=0

iel iel iel
Ainsi, ¢X(I) a une structure de K-espace vectoriel.
H Cas particulier : suites doubles produits

n Sommation par paquets Corollaire 5 : Sommes doubles produits

Il va bien falloir, si on abandonne la positivité des termes, Soit (un)pew € (Wn)pew deux suites de nombres
quelques hypothéses. Car sinon, avec des paquets judicieux : réels ou complexes.
Q=D +1-1)++=0 . Alors la suite QOuplIe (Um vn)(my,!)sz est sommqble
si et seulement si (soit I’'une des suites est nulle, soit les
4T+ D+ (14 D et =1 séries Y uy, ety v, sont absolument convergentes).
ce qui est fcheux. Lorsque la derniére condition est vérifiee, on a en
oufre
P . . UmUn = Um Unl|.
Théoreme 6 : sommation par paquets (V2 = =
Soit I un ensemble quelconque, (I}) jey Un recou- Le résultat s’étend & un produit d’un nombre quel-
vrement disjoint de I : conque (mais fini) de termes.
prq=>Iynly=2 et |JIj=1I
JjeJ
On suppose que Produit de Cauchy
H1 la famille (u;);e; une famille de nombres
réels ou complexes sommable Corollaire 6
alors H1 Soit) uy, et) v, deuxséries réelles ou com-

C1 Pour tout n, (up);e;, €stsommable. plexes absolument convergentes.

On note, pour fout neN :
c2 ) ( > u,-) converge.

g n
nelN \ie],
" Wn= Y Upvn_g
+00 k=0
c3 Zuiz Z (Z u,').
iel n=0\iel, Alors

C1 Y wy, est absolument convergente.

+00 +00 +00
Propriété 23:Casol =7 c2 n;o n= (E‘O u") (E‘O o

La famille (u;) ;e de nombres réels ou complexes
est sommable si et seulement si les séries Y u, et

ropriété 24 : Exponentielle complexe
Y u_p sont absolument convergentes. P P P

nelN P - Siz,zZ €C,exp(z+2z')=expzxexpz.
Le caséchéant, ) up=Y un+ ) u_p.
nez n=0 n=0
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