Les fonctions étudiées en mathématiques jusqu’d mainte-
nant étaient construites & partir d’un petit nombre de fonctions
dites usuelles (puissances, exponentielles, logarithmes, cosinus,
sinus, etc.) et d’opérations algébriques (combinaisons linéaires,
produit, quotient, composée, réciproque) ou analytiques (déri-
vation, intégration).

Les chapitres précédents ont permis d’étendre cette gamme
de fonctions & I'étude de fonctions définies comme somme de
série de fonctions, ce qui sera poursuivi dans le chapitre Séries
Enfieres.

L'étude de phénomeénes naturels en Physique et en Chimie
conduit & I'utilisation de fonctions définies par des parameétres
dépendant d’un (et méme en général plusieurs) parametre.

C'est le . COs des fonctions de Bessel

Jn: x — —| cos(nt—xsint)dt, de la fonction Beta
T

1 +oo
B:(x,y)»—»/ *~1(1-n¥~ldr, de la fonction F:x»—»[ e ¥ ldr
0 0
par exemple.

Le but de ce chapitre est d’étudier analytiquement ces fonc-
fions. Il a été vu un résultat permettant de calculer des limites
dans le chapitre précédent : le théoréme de convergence do-
minée. Les résultats de ce chapitre résultent également d’une
hypothése de domination qu’il faut absolument maitriser.

De nombreux sujets de concours sollicitent ce chapitre.

Dans le cadre du programme, toutes les fonctions de ce chao-
pitre sont & valeurs réelles ou complexes : K désigne R ou C.
XxI — K

Si ,
(x, ) —  f(x0

dans le but d’étudier

glx) = ff(x, nde¢, on notera pour t €I fixé, fy:xe I — f(x, 0
I
I"application partielle associée, c’est-a-dire f; = f(,0, et

0 L )
%(x, 1) = f{(x) sa dérivée en un point x lorsque cela a un sens,
ok f

9T _ k) f A
P (x, 1) = f; (x) sa dérivée d’ordre k en x.

puis

u RAPPEL : LIMITE D’UNE INTEGRALE A PARA-
METRE

On rappelle I'extension du théoréme de convergence domi-
née (sans les hypothése de continuité par morceaux) aux pa-
rametres réels, déduit du théoréme de convergence dominée
via la caractérisation séquentielle de la limite, que I'on peut ré-
écrire en utilisant les notations de ce chapitre en I’'appliquant &
la famille (fx:t— f(x,D)xeg :

Théoréme 1 : Extension du théoreme de conver-

gence dominée

Soit I et J des intervalles, a € ] éventuellement infini
JxI — K

etf: On suppose
(x, 1) — f(x0)
H1 Pourfouftel,
H2 Hypothése de domination :
Alors

Cl
C2
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Intégrales a parameétres

Notons que la méme extension aux parametres dans un es-
pace vectoriel de dimension finie ne colte pas plus cher mais
n’est pas mentionnée dans le programme. Dans ce cas, il faut
repasser aux suites de fonctions via la caractérisation séquen-
fielle. Ceci dit, la probabilité d’avoir besoin d’appliquer ce ré-
sultat dans autre chose que R est nulle.

Exercice 1:Théorémes de la valeur initiale, de la valeur
finale

Soit f une fonction continue sur [0, +oo[, ayant une li-

mite (finie) en +oo. On sait alors qu’elle est bornée. On dé-
00
finit, si x>0, F(x) = e X' f(r) dt. Montrer que xF(x) a des

0
limites en 0 et en +oo, les calculer.

m CONTINUITE D’UNE INTEGRALE A PARAMETRE

Théoréme 2 : Continuité d’une intégrale & parameétre

Soit X une partie de R et I un intervalle réel et

XxI — K
On suppose
(x,t) — [f(x0)

H1 Pourfoufrel,
H2 Hypothése de domination :

Alors
Cl1

Remarque

R1- En foute rigueur, i manque une hypothése
«VxeX, o~ f(xt)€e Eul)» pour que I'intégrale
ait bien un sens, que le programme autorise d ne pas
vérifier dans la pratique.

Théoréme 3 : Extension par domination locale

Soit X une partie de R et I un intervalle réel et

XxI — K
On suppose
(x, 1) —  f(x,0)
H1 Pourfouftel,

H2 Hypothése de domination locale :

Alors
Cl1
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Exercice 2: Transformée de Fourier
Soit f: R — K intégrable. Montrer que la fonction
- +00 .
fix H/ e X! f(r)dr est définie et continue sur R.
—00

Exercice 3:Transformée de Laplace
Soit f: Rf — K intégrable. Montrer que la fonction
+00
EAGE fo e ! f(r)dr est définie et continue sur R*.
0
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m CLASSE D'UNE INTEGRALE A PARAMETRE

Théoréme 4 : Classe ¢! d’une intégrale & paramétre

Soit I et J des infervalles réels et

JxI — K
On suppose
(x,1) — flx0

H1 Pourfouttel,
H2 Pour fouf xeJ,

H3 Hypothése de domination globale ou sur

of

fout segment de i

Alors
Cl1

C2

Remarque

R2 - Encore une fois, on a omis une hypothése (nécessaire
mais dont la vérification n’est pas exigée par le pro-

- of )
gramme officiel) «Vxe J, ¢— a—(x, t) continue par
X
morcequx sur I ».

R3— A Aftention & I'hypothése H2, rendue nécessaire
par I'absence d’hypothése de dominatfion appli-
quée a f, souvent oubliée...

II's"agit simplement de la bonne définition de g. L'inté-
grabilité de la dérivée est, quant & elle, automatique.

R4 — Voir un paralléle avec la dérivation des suites/séries
de fonction : convergence simple et convergence
uniforme des dérivées devient intégrabilité et domina-
tion des dérivées...
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Théoréme 5 : Classe € d’une intégrale & paramétre

Soit I et J des intervalles réels et
JxI — K

(x,5) —  f(x0
H1 Pourfouttel,

ef ke IN*. On suppose

H2 Pour fout xe J,

H3 Hypothése de domination globale ou sur

k
fout segment de o :
axk

Alors
Cl

C2

Exercice 5 : Utilisation pour le calcul de I'intégrale de Diri-
chlet

1A RT3 +00 sin ¢
1. Montrer que l'intégrale généralisée I = f —dt

0 t
converge.
AT too __.sint
2. On définit, si x >0, F(x) :f e '“Tdt. Calculer la
0

limite de F en +co.

3. Montrer que F(x) - F(0), autrement dit que F est
X

continue en 0. )

sint

T

4. Montrer que F est dérivable sur R’ et calculer F'.
5. En déduire I.

X
On pourra utiliser la fonction g: x — f
0
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J. Larochette

Corollaire 1: Classe ¢~ d'une intégrale a para-

métre

Soit I et J des infervalles réels et

JxI — K
On suppose

(x,0) —  f(x0

H1 Pourfout tel,
H2 Pour fout x€J,

H3 Hypothése de domination globale ou sur

k
fout segment de g—i pour fouf ke IN* | :
X

Alors

Ci

C2

m ETUDE DE LA FONCTION T (HP)

Un frés grand classique! C’est quasiment du cours, &

conndaitre parfaitement.

+0o
Exercice 7 :On définit I'(x) :f e~ 1qs.
0

1k
2.

3.

Déterminer I'ensemble de définition de T.

Montrer que pour tout x > 0, I'(x + 1) = xI'(x). Que vaut
I'(n) pour ne N*?

Montrer que T est continue sur son ensemble de défi-
nition.

. Montrer que T' est méme de classe € et exprimer

ses dérivées sous forme intégrale.

. Montrer que T est une fonction convexe.
. Montrer, en appliquant [linégalité de Cauchy-

Schwarz sur [, b], que (I')2 <IT" et en déduire que I
est In-convexe.

. Montrer que I’ s’annule en un xg €]1,2[ et nulle part

ailleurs.
On trouve numériquement que xy =~ 1,46 et T'(xg) = 0,89.

1 A P
. Montrer que I'(x) ~ T au voisinage de 0* et en déduire

sa limite.

. Déterminer la limite en +co de T.
. Tracer son graphe.

n t n
. Montrer que vV x>0, f (1—7) Fldr ——— T ).
0 n n—+oo

VERSION DU 27 NOVEMBRE 2023

Exercice 8 : CCINP 29

INTEGRALES A PARAMETRES - PAGE 3 SUR 3



	Intégrales à paramètres
	Rappel : limite d'une intégrale à paramètre
	Continuité d'une intégrale à paramètre
	Classe d'une intégrale à paramètre
	Étude de la fonction  (HP)


