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CAPACITES & COMMENTAIRES

Convergence dominée

Pour I'application pratique des énoncés de ce paragraphe, on vérifie les hypothéses de convergence simple et de domination, sans
expliciter celles relatives & la continuité par morceaux par rapport 4 t.

Théoreme de convergence dominée : soif (f;,) une suite de fonc-
tions continues par morceaux de I dans K convergeant simple-
ment sur I vers une fonction f contfinue par morceaux et telle
qu’il existe une fonction ¢ positive intégrable sur I vérifiant | f,1 < ¢

pour tout n. Alors :
[ 1.
1 1

Extension au cas d’une famille & paramétre réel (f3) e, oU J est
un infervalle de R.

La démonstration est hors programme.

Intégration terme & terme

Pour I’'application pratique des énoncés de ce paragraphe, on vérifie les hypothéses de convergence simple et de positivité ou de
sommabilité, sans expliciter celles relatives & la continuité par morceaux par rapport 4 t.

Si (f) est une suite de fonctions continues par morceaux et inté-
grables sur 1, & valeurs dans R+, telle que la série Y f, converge
simplement et que sa somme soit continue par morceaux sur I,
alors, dans [0, +o0],

+00 +00
f(z fn(t)) dr= Z fn(0) dt.
I'p=0 n=0v1

Si (fn) est une suite de fonctions continues par morceaux et inté-
grables sur I, & valeurs dans K, telle que la série Y f;, converge
simplement et que sa somme soit continue par morceaux sur I
et telle que

+00
Y | Ifa@]dt < +oo,
n=0Y1

+00
alors Y f, estintégrable sur I et
n=0

+00 +o00
f Y fade= Y ffn(t)dt.
In=0 n=0J1

La démonstration est hors programme.

+00
En particulier, I'intégrabilité de Y f, sur I équivaut &
+00 n=0
3| fa( de < +oo.
I

n=0

La démonstration est hors programme. On met en évidence le
parallélisme de cet énoncé et du précédent avec ceux issus de
la théorie des familles sommables.

On présente des exemples sur lesquels cet énoncé ne s’ applique
pas, mais dans lesquels I'intégration terme & terme peut étre justi-
fiée parle théoréme de convergence dominée pour les sommes
partielles.
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n INTERVERSION LIMITES ET INTEGRALES

Il Rappel : le cas de la convergence uniforme sur un segment

Théoréme 1 : Interversion limite et intégrale par convergence uniforme sur un segment

Sia,beR, f:la,bl — K ef (f,), une suite de fonction de K!* tel que

H1 Pour tout ne N, f, est continue sur [a, b].

H2 La suite de fonctions (f,),, converge uniformément vers f sur [a, b].
Alors

C1 f est continue sur [a, b}

b b
sz fu(®)dt ff(t)dt.

n—+oo

Remarque

R1 - Unjoli théoréme mais qui demande
m d’éfre sur un segment,
m des fonctions continues dans le programme (mais continues par morceaux suffirait... sauf que le continuité
par morceaux, contrairement & la continuité, ne se fransmet pas par convergence uniforme),
m de la convergence uniforme!
Donc, dans la pratique, il ne s’applique pas si souvent...
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E Théoreme de convergence dominée

Le but est d’intervertir limite et intégrale sur un intervalle quelconque. Le programme officiel stipule que « pour I'ap-
plication pratique des énoncés de ce paragraphe, on vérifie les hypothéses de convergence simple et de domination,
sans expliciter celles relatives & la continuité par morceaux par rapport 4 ¢. »

Théoréme 2 : de convergence dominée (version discréte)

Soit (fu) n=0 Une suite de fonctions [continues par morceaux] définies sur un intervalle I, & valeurs réelles
ou complexes.
On suppose

H1 La suite (f,,) converge simplement sur I vers une fonction f [confinue par morceaux].
H2 Hypothése de domination : Il existe une fonction ¢ € L' (I, R") (¢ est-a-dire positive et intégrable

sur I) telle que

Alors VnelN, Viel, |f(0|<o0)

C1 Les f, et f sont intégrables sur I et f fn—— f f.
1 1

n—+oo

Démonstration

Hors-programme.

Remarque

R2— Pour étre exact, le théoreme demande aussi que les f;, et f soient contfinues par morceaux sur [a, b], sans
quoi les intégrales n’auraient pas de sens, mais le programme dit explicitement que ce sont des hypothéses
qu’on se permet de ne pas vérifier/justifier.

R3 — « @ valeurs réelles ou complexes » est une hypothése rendue nécessaire par le fait que lorsqu’on parle d’in-
tégrales ailleurs que sur un segment, on se limite aux fonctions & valeurs complexes.

R4 — «continue par morceaux » : déjd, la convergence uniforme ne transmet pas la continuité par morceaux (elle
fransmet la continuité), et ici on n‘impose que la convergence simple, ce qui ne transmet vraiment rien du
tout.

R5 — La fonction ¢ est nécessairement & valeurs réelles positives.

R6 — Sur un segment, lorsqu’il y a continuité et convergence uniforme, pas besoin de domination. Mais dans ce
cas, il suffit de dominer par une fonction constante.

R7 - L'hypothése de domination donne directement I'intégrabilité, par comparaison, des f;,.

Exercice 1: Wallis
2 . P P ”/2 0 0
Démontrer que la suite de terme général f sin” rdt converge, donner sa limite.
0
Définissons
10,7/2] — R
n:
t — sin”'r
La suite (f,,) converge simplement vers 0. L'hypothése de domination est facile a réaliser :
Vn>=0 Vrel0,n/2] Isin” £ <1

Or la fonction t— 1 est indépendante de n, et intégrable sur 10, 7/2].
Les fonctions f, et la fonction 0 sont continues par morceaux, on peut alors appliquer le théoréme de convergence

dominée :
/2 /2
_— 0=0
](; fn n—+oo Jo
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Remarque
R8 — On rencontre beaucoup de suites monotones de fonctions (& ne pas confondre avec une suite de fonctions
monotones : une suite croissante de fonctions, c’est une suite (f) telle que, pour tout n, f, < fu+1., Qutrement
dit pour tout n et pour tout x, f,(x) < fr+1(x)).
Si on ne sait pas par quoi dominer la famille f;,, on pourra donc essayer de dominer soit par la valeur absolue
de la limite simple de la suite (f;), soit par |fyl (OU |fil...).

Exercice 2 : Utilité de I’hypothése de domination

Définissons, sur [0, 1], f, continue affine par morceaux nulle en 0 et sur [n+1 , 1] et prenant en % la valeur n + 1.

Etudier la convergence simple de (f,,) et la convergence de ( f[ o f,,]ne]N.

Exercice 3 : CCINP 25

1. Démontrer que, pour tout entier naturel », la fonction r— est intégrable sur [0, +ocol.

1+ 2+ et
dt

+00
2. Pour tout ne N, pose u, =f ——— . Calculer la limite de (u;,).
0 1+t2+thet

1. fn:t— ————— est définie et continue par morceaux sur [0, +ool.
1+ 2+ t"e !

1
De plus, ¥ t € [0, +ool, | fu(1)] < a2 =90

Or (1) e tiz et t— iz est intégrable sur [1,+oo[, donc ¢ est intégrable sur [1, +ool.

Donc, par critére de majoration pour les fonctions positives, f;, est intégrable sur [1, +ool.
Or f,, est continue sur [0,1] donc f;, est intégrable sur [0, +ool.

2. i) La suite de fonctions (fy) converge simplement sur [0,+0o[ vers la fonction f définie par

sitel0,1
1+1t2 =8
f@= sit=1
2+e1
0 Si te]1,+oo]

i) Les fonctions f,; et f sont continues par morceaux sur [0, +ool.
iii) V£ e[0,+ool, | fn(1)] < @) avec ¢ intégrable sur [0, +ool.

Alors, d’aprés le théoréme de convergence dominée, hm Up = hm fn(t)dt—f fde.

n—
+00 1 dt T
Orf tdtzf =—,
0 F® o 1+12 4

. /2
Donc, lim u,=-—
n—-+oo 4

Exercice 4 : CCINP 26
1

dr.
(1+1£2)"

+00
Pour tout entier n > 1, on pose I, = f
0

1. Justifier que I,, est bien définie.

2. (a) Etudier la monotonie de la suite (I,,),,c v+ -
(b) Déterminer la limite de la suite (1,;),,cy+-
3. Lasérie ¥ (-1)"I, est-elle convergente ?
n>1
1
Posons pour tout ne IN* et t€ [0, +oo[, fn(t) = ——.
o) n [0, +ool, frn (D) 1+
1. VrneIN*, f,, est continue sur [0, +ool.
De pl !
e plus, |f, (2] ol 2n

1 s
Orn>1,alors t— T est intégrable sur [1, +ool.
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2,

3.

Donc, par regle d’équivalence pour les fonctions positives, f;, est intégrable sur [1,+oo] .
Or f,, est continue sur(0,1], donc f;, est intégrable sur [0, +ool.

carli+t>1.

(Q) Vte[0,+ool, ETE! < REWSLE

En intégrant, on obtient : Vne IN*, I,,41 < Ij.
Donc (In) ew+ st décroissante.

(b) Remarque : (In) e+ €St décroissante et clairement positive ce qui nous assure la convergence de la
suite (In) pew+ -
Déterminons la limite de la suite (1) e+ -

i) VneIN*, f,, est continue par morceaux sur [0, +ool.
i) La suite de fonctions (fu),»1 converge simplement sur [0, +oo[ vers la fonction f définie sur [0, +oo[ par
o 0Six>0
X) = .

1Six=0
De plus, f est continue par morceaux sur [0, +ool.
1 s
iii) Yz € [0, +oo[, Yne IN*, | ()| < T @() avec ¢ intégrable sur [0, +ool.

+

1 1 -
En effet ¢ est continue sur [0, +oo[ et ¢(1) ol d Comme ¢t — 2 est intégrable sur [1,+oo[, donc ¢ est

intégrable sur [1,+0o[. Comme ¢ est continue sur [0,1], donc ¢ est intégrable sur [0,1] donc sur [0, +ool.
Par le théoréme de convergence dominée on obtient :

+00 +oo

w1 = 0, Jy  Fn(0E=J o f(OAE=0
et la suite (I) ,e+ @ pour limite 0.

D apres les questions précédentes, la suite (I,,) e+ €st positive, décroissante et converge vers 0.

Donc, par application du théoréme spécial des séries alternées, on peut affrmer la convergence de la série

Y (-D"In.
n>1

Exercice 5: CCINP 27

Pour tout n e IN*, on pose f;, (x) = % etu,= fol Jn () dx.

1. Etudier la convergence simple de la suite de fonctions () sur [0, 1].

2. Soit a€10,1[. La suite de fonctions (f,,) converge-t-elle uniformément sur [a,1]?
3. La suite de fonctions (f;;) converge-t-elle uniformément sur [0,1] ?

4. Trouver la limite de la suite (1) ;e -

Soit x € [0,1].
Six=0, fr(0)=1.

-X

f - e 1 .
Si x €]0,1], pour n au voisinage de +oo, fj(x) Fod st donc nEIown(x) =0.

On en déduit que la suite de fonctions (f;;) converge simplement sur [0,1] vers la fonction f définie par :

0 sixe]o,1]
f(x)={ .
1 Six=0

Soit a€]0;1].
VnelN*, Vxelall, |fnx)— fX)] = frnx) <

—a

5— (Majoration indépendante de x).
5 - 1+nca
onc su HD-fOI< ———.
te[al,)l]lfn( )= f@)] T+ n2a2
—a

Or =0, donc llrfm sup |fn(H)—f(H)=0

lim ———
n—+oo 1+ n2qg? n tela1]
On en déduit que (f,) converge uniformément vers f sur [a, 1].

Les fonctions f,, étant continues sur [0,1] et la limite simple f ne I'étant pas, on peut assurer qu’il Ny a pas
convergence uniforme sur [0,1].
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4. i) Les fonctions f;,, sont continues par morceaux sur [0, 1].
i) (fn) converge simplement vers f sur [0,1], confinue par morceaux sur [0,1] .
iii) De plus, Yx € [0,1],] fn(x)| <e ™ <1=¢(x) avec ¢:[0,1] — R* continue par morceaux et intégrable sur [0,1] .
D’aprés le théoréme de convergence dominée, on peut donc affirmer que :

n—+oo

1 1
lim un=nETmL fn(x)dx:f0 f(x)dx=0.

Un découpage d’intégrale

Exercice 6
On peut démontrer la convergence vers 0 de la suite des intégrales de Wallis sans utiliser le théoréme de conver-

/2
gence dominée. On considére I, = f sin” rdt.
0

On remarque d’abord que I'on est sur un segment, mais qu’il N’y a pas convergence uniforme de la suite
T
(sin™) oy SUr [O’E]'

Tracons des graphes de ces fonctions. y
On voit qu’elles concentrent leur intégrale au voisi-

b/ . . Py . .
nage de —, ce qui motive le découpage suivant : soit
e>0, pour tout n e N,

1_e 3
777 7

I :f sin” tdt+[n sin” tdt.
O 2

£
2 2

En déduire le résultat.
On q, pour tout n,

sin” t dt

o
VAN
~
3
Il
S—
[SE
|
N
2.
=]
X
~
QU
~
+
—_—
[SE}

€
2

T E\ . ,(T €\ E
(-5 -5+
2, 2 2/ 2

Mais ‘sin(% - g)‘ <1, donc il existe un rang N & partir duquel (g - g)sin” (E - f) <

€S
2 2/ 72

Alors n> N = 0< I, <&, ce qui permet de conclure.

ﬂ Extension du théoréme

En utilisant le théoréme de convergence dominée et la caractérisation séquentielle de la limite, on peut déterminer
des limites d’intégrale avec un parameétre qui n’est pas nécessairement un entier.

On peut donner I’énoncé suivant qui n’est pas & connaitre par coeur : dans la pratique, on peut repasser & la main
par les suites. Mais I’énoncé est frés proche du précédent!
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Théoréme 3 : de Convergence Dominée (version continue)

Soit J intervalle, Ay € J éventuellement infini.

Soit (fa),e, une famille de fonctions et f une fonction, définies sur un intervalle 1, & valeurs réelles ou
complexes [ef continues par morceaux sur I].

On suppose

H1 Pour tout xe I, f(1)
A—2o

f@.
H2 Hypothése de domination : Il existe une fonction ¢ € L'(I,R*) telle que

VAe], Vtel, |fa0]| <o)
Alors

C1 Les f, et f sont infégrables sur I et f fr— P f I
1 0

Remarque

R9 — De nouveau, le théoreme demande aussi que les f3 et f soient contfinues par morceaux sur [a, bl, SONS QUOI
les intégrales n’auraient pas de sens, mais le programme dit explicitement que ce sont des hypothéeses qu’on
se permet de ne pas Vérifier/justifier.

R10 - L'hypothése de domination donne directement I'intégrabilité, par comparaison, des f; , et en faisant tendre
A vers 1o dans la domination, on obftient celle de f.

Exercice 7 : Calcul de limite d’une transformée de Laplace

+00 =X ..
Montrer que f ﬁdt a une limite quand x — +oco; la calculer.
0 +

Exercice 8:Théorémes de la valeur initiale, de la valeur finale
Soit f une fonction continue sur [0, +oo[, ayant une limite (finie) en +co. On sait alors qu’elle est bornée. On définit,

+00
si x>0, F(x) :f e *! f(1) dz. Montrer que xF(x) a des limites en 0 et en +o, les calculer.
0

Changement de variable u = xt. xF(x) f(0) et xF(x) ¢ avec f(x) l.
X—+00 x—0 X—+o0
Exercice 9 : Utilisation pour le calcul d’'une intégrale semi-convergente
" . +tsint ‘oo  gsint
Montrer que I'intégrale généralisée 1 = —dt converge. On définit, si x >0, F(x) = e . —dt.
Calculer la limite de F en +oo. Puis montrer que F(x) F(O), autrement dit que F est conhnue en 0.
sint
On pourra utiliser la fonction g: x — f i —dr.
Remarque
R11 - Lorsque I'on saura dériver ce type de fonctions, cela nous permettra de retrouver la valeur de I : cela

revient sous quelques hypothéses a dériver sous le signe intégral, ce qui permet de montrer que pour
T
x>0, F(x) = E — Arctan x.

Pour la limite en +oo : TCVD avec domination sur [1,+oo[ par exemple par ¢(1) =e™ ! st .

Sinon IPP : on se rameéne a |'exercice précédent.
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Exercice 10: CCINP 50

+00 6_2 t

On considére la fonction F:x— f ——dt.
0

1.
2.
3.

3.

x+t
Prouver que F est définie et-econtinue sur ]0; +ool.
Prouver que x— xF(x) admet une limite en +co et déterminer la valeur de cette limite.
Déterminer un équivalent, au voisinage de +co, de F(x).

+too oy
V x €]0; +oo[, xF(x):f ——e “dr.
0 X+t
Posons V x € 10; +ool, ¥ £ € [0; +00l, hy(f) = 357 €727,

i) ¥V x €]0;+00[, t— hy() est continue par morceaux sur [0, +ool.
i) Vte [0;+00[, lim hy(f) = e 21,
X—+o00o
La fonction h: t— e 2! est continue par morceaux sur [0; +ool.
iii) ¥ x €10;+00l, V1 € [0;+00], |hx(t)] < e 2l et t— e2! est continue par morceaux, positive et intégrable sur
[0; +o0l.

Donc, d‘apres l'extension du théoreme de convergence dominée 4O  (hy)xejo;+o0l-
+00 +oo +o0o 2t 1

lim hx(t)dt:f h(t)dt:f e “'dr=-.

x—+o0 Jo 0 0 2

Conclusion: lim xF(x)= 3.
X—+00

s . _1 ~ L
D'aprés 2., lim xF(x)=3,doNC F(x) ~ .

Exercice 11
Retrouver les résultats de I'exercice précédent a I'aide d’un changement de variable.

Poser u = x+ t, puis €quivalent de F par IPP de la nouvelle intégrale.

m INTERVERSION SERIE-INTEGRALE

Il Rappel : convergence uniforme sur un segment

Théoréme 4 : Interversion série-intégrale sur un segment

Sia,beR, (f,), une suite de fonction de K* tel que

alors

H1 Pour tout ne N, f,, est continue sur [a, b].
H2 La série de fonctions ) f, converge uniformément vers f sur [a, b]

+00

Cl1 f=)_ fa. est continue sur [a, b].

n=0

b
c2 ) f fa(t)dt converge.

b +oo +o0o pb
C3 | > fundr=) | fu(vde
a n=0 n=0Ja
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E Cas des fonctions & valeurs réelles positives

Théoréme 5 : Interversion séries-intégrales de fonctions a valeurs réelles positives

+ N . . . . < )
SOit (fu) nen € (IR ) , une suife de fonctions [continues par morceaux sur I] & valeurs réelles positives.
On suppose

H1 Lasérie ) f, converge simplement sur I [, de somme contfinue par morceaux sur I].
Alors

ci fl(i;f)=f; [

(Egalité dans R* U {+oc}.)

Remarque

+00
R12- De nouveau, le théoréme demande aussi que les f,, et f= Y f, soient continues par morceaux sur I, sans
n=0
quoi les intégrales n’auraient pas de sens, mais le programme dit explicitemnent que ce sont des hypothéses
qu’on se permet de ne pas vérifier/justifier.

+00 +00
R13 - En particulier, I'intégrabilité de ) f, sur I équivaut a Y | f < +oo.
n=0 n=0

Démonstration

Hors programme.

Cas général

Théoréme 6 : Interversion séries-intégrales, convergence N;

N
Soit (fp)new € (IR) , une suite de fonctions & valeurs réelles ou complexes. On suppose

+00
H1 Lasérie ) f, converge simplement sur I [et sa somme )’ f, est contfinue par morceaux sur I].
n=0
H2 Chaque f, estintégrable sur I [et donc en particulier continue par morceaux sur I.
H3 Lasérie )’ f |fu] converge.
1

Alors
C1 ) f fa converge.
I

+00
C2 ) f, estintégrable sur I.
=0

cs [ (f;f)=f; i

Démonstration

Hors programme.
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Remarque
+00

R14 - De nouveau, le théoréme demande aussi queles f, et Y f, soit continue par morceaux sur I, mais le pro-
n=0

gramme dit explicitement que ce sont des hypothéses qu’on se permet de ne pas vérifier/justifier.

R15— On note en général Ny (f,) = f |fn]. Lhypothése cruciale H3 s'écrit alors : Y~ Nj (f,) converge.
1

ﬂ Mise en pratique

T\

Méthode 1 : Interversion séries-intégrales
Par ordre décroissant de fréquence, on dispose de trois méthodes principales.

1. Dans le cas réel positif, I'interversion peut étre faite a priori, et on vérifie ensuite si les quantités manipulées
sont finie ou +oo.

2. Sinon, on peut appliquer le théoreme qui vient d’étre vu, avec la convergence de ) Ni(f»).

3. Si I=1a,b] est un segment sur lequel les f;, sont continues, on peut regarder si ) f,, converge uniformément.
Le plus agréable serait qu’elle converge normalement 9, donc que Y Neo(f) converge.

+00
4. Aucun des deux théorémes précédents ne s'applique. Posant alors S = Y f,. on écrit, pour fout n > 0,
n=0

n +00
S= Y fx + Ry avec des notations habituelles: R, = Y f;.
k=0 k=n+1

0,c’est

n—+oo

b
Sion montre, par exemple avec I'aide du théoréme de convergence dominée, que f Ry (n)dr
a
fini. (Pour cela il faut majorer |R;, ()|, par exemple avec le théoréme sur le séries alternées...)

b

On peut aussi envisager d’appliquer le théoreme de convergence dominée a f Snp(n)dt, lorsque I'on peut
a

estimer, voire calculer |S,(1)].

a. Etf, en fait, lorsque c’est cas, comme N; < (b-a) N, le théoreme précédent s’ applique aussi, mais ¢’est plus long a rédiger.

Exercice 12
Mont ™t S
dr= —.
on rerquefo o t ngan
Exercice 13
On suppose que (a;) est une suite de nombres complexes telle que Y |a,| converge. On définit, sur R,
+00
f:t— ) apsin(pn).
p=1

T

Montrer que, pour tout m e N, %f sin(mr) f(1)dt = ap,.
/4

Exercice 14
+00 1 +00 (_l)n
Montrer que f -dr= ) .
o l+e n—o n+1

Exercice 15: CCINP 19

1
1. Prouver que, pour tout entier naturel n, f;,: t— t"Int est intégrable sur 0,1] et calculer I, = f t"Intdt.
0
1 +00

s 1
2. Prouver que f:t— e’Int est intégrable sur 10,1] et quef ellntdt=— =
0 n=1 .
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1. On pose, pour tout entier naturel n, pour tout r€]0,1], f, () = " Int.
Pour tout entier naturel n, f;, est confinue par morceaux sur 10, 1].

Ona t2|fn(t)| —»odonc au voisinage de O, Ifn(t)l—o( ! )
tz

Or, t— il est intégrable sur 10, 1]1(fonction de Riemann intégrable).
2

t
Donc f, estintégrable sur ]0,1].
De plus,pour x € ]0,1], par intégration par parties :

1
f t"Intdt =
X

On en déduit, en faisant tendre x vers 0, que I, = —

" in g
+1

=] — + a
n+1 n+1 (n+1?2 (n+1)?2

1
1 4n xn+1 Inx 1 xn+1
- dt=
X

¢ +00 tn +00 tnlnt
2. VteR,e'= ) — donc, pour tout r€]0,1], f(5) = Y
n=0 n! n=0 n!

t”lnt

Onpose:VnelN,Vtel0,1], gn(t) =

i) VrneN, g, est continue par morceaux et intégrable sur 10,1] d'aprées la question 1.
if)y Y~ gn converge simplement sur 0,1] et a pour somme f.
iiiy f est continue par morceaux sur |0, 1]

IV)Zf |gn(t)|dr_zf = lntd - _Z

1
Ona:vnelN,0< < :
(n+1)2n' (n+1)2

1
De plus, Y —— et converge.
Plus: 2. e = ; 2 n; °

(n+ 1)2n'

Donc, par critére de majoration des séries & termes positifs, 3 converge.

1
(n+1)2n!
Alors, d’apres le théoreme d’intégration terme & terme pour les séries de fonctions,

f estintégrable sur 0,1] et on a:

1 o 1 +oo ltnlnt +OOI +00 1
Intde = nde= t= = -y - -
f em Zg”() Z n;, n! Z n'(n+1)2 ,;0 (n+Dl(n+1)
1 +OO 1
C’es‘r—d—dire,f ellntdr=- Y —.
0 = nn!
Exercice 16 : CCINP 49
+o00
Soit ) a, une série absolument convergente & termes complexes. On pose M= )" |axl.
n=0

n
Onpose : VnelN, Vre [0,+0ol, fr(f) = n

€
n!

1. (a) Justifier que la suite (a;;) est bornée.
(b) Justifier que la série de fonctions Y. f;, converge simplement sur [0, +ool.

+00
On admettra, pour la suite de I'exercice, que f: t— ) f,,(r) est continue sur [0, +oo.
n=0

+00
2. (a) Justifier que, pour tout n € N, la fonction g, : t — t"e~! est intégrable sur [0, +oo| et calculer f gn(D)dt.
0

+00
En déduire la convergence et la valeur de f |fn ()] dt.
0

+oo [ +oo an
(b) Prouver que f Y —“—ef|dr= Z an.
0 n=o M
+00 Vl
1. Rappelons que, VxeR, Z— converge (Z —=e").

(@) Y a, converge absolument, donc converge simplement; donc la suite (a,) converge vers 0 et donc
elle est bornée.

+00
Autre méthode : On remarque que Yne NN |ap| <M= ) |ap|.
p=0
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)

(b)

La suite (ay) est bornée donc 3KeR* /VrnelN,|a,| < K.

Soit £ € [0, +o0].
n

HTTPS://MPI.LECONTEDELISLE.RE :'.__|dl e

[CIFE

" y t
Ona:vneN,|fu()| <K—. Orlasérie )| — converge, donc }_ fu(t) converge absolument, donc
n: n.

converge.
On a donc vérifié la convergence simple de an sur [0, +ool.

vnelN, g, est continue sur [0, +oo.
s 1
De plus, tlirll 2gn (1) =0, donc, au voisinage de +oo, gn (1) = o(t—z).
—+00
Ort— 712 est intégrable sur [1,+oo[, dONC g, est intégrable sur [1, +oo[, doNc sur [0, +ool.

+00
On pose alors : Vrne NN, I, =f gn(n)dt.
0

En effectuant une intégration par parties, on prouve que I, = ni;_;.
On en déduit par récurrence que I, = nlly = n!.

Alors ¢ — | f (1) est intégrable sur [0, +oco[ Car | f ()| = Mgn(t)

+00
Et onof Ifn(t)ldt—l ”l n' = lap|.
0
i) VvneNN, f, est con’ﬂnue par morceaux et intégrable sur [0, +oo[ d’apres la question 2.(a)
+

o0
ity }" fn converge simplement sur [0, +oo[ et a pour somme f= )" f,, d"aprés 1.(b).
n=0

iii) f est continue par morceaux sur [0, +oo[ car continue sur [0, +oo[ d’aprés la question 1.(b) (admis)
+00 +oo
iv) Zf |fn(@)|dt =) lan| et ¥laxl converge par hypothése, donc Zf | fn ()| dt converge.
0 0

Alors, d'aprés le théoréme d’in’régro’rion terme a terme pour les séries de fonctions, f est intégrable sur

“nl

n=0 n=o0 -

+o00 [ +oo a tn +00 an t +00 an
0, +00 e‘rono:f - e7lldr= L I t"e_tdt: L=
0,001 [(Eetea-E e > o
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