K désigne R ou C.
On souhaite généraliser la notion d’'intégrale & des intervalles
qui ne sont pas des segments.

n INTEGRALE GENERALISEE SUR UN INTERVALLE
DE LA FORME [a, +oo]

Soit a e R fixé.

n Intégrale convergente en +co

Définition 1 : Intégrale convergente en +co

Soit f continue par morceaux sur [a, +oo[ & vValeurs
+o0o
dans K. On dit que f f est convergente lorsque
a

P
x—»[ f(®)dr a une limite finie en +oo.
a

+00

+00
Dans ce cas, on note f(drou f f cette
a

. i a
limite.

Propriété 1 : Intégrales de Riemann

Soit a € R. L'infégrale dite de Riemann f —
1
converge si et seulement si a > 1.

Propriété 2 : Intégrales exponentielles

3
‘

Soit a € R. Lintégrale f e %'dr converge si et
0
seulement si a > 0.

Propriété 3 : Linéarité
+00
Soient f,g € €m(la,+ool,KK), A € K, telles que f f
a

+00
ef f g convergent.
a

+00
Alors f (f + 1g) converge et
a

+00 +00 +00
f (f+/1g):f f+/1f g.
a a a

Propriété 4 : Choix de la borne inférieure

+oo
Soient f € €mn(la,+ool,K), b€ [a,+oo[ a/ors[ fet
a

+00
f ont méme nature.

+00 b +00
Si elles convergent, f 7= f f+ j; f.
a a

Intégrales généralisées

+00
Propriété 5 : Dérivation de x — f f
X

+00
Soient f e €(la,+ool, K) fel que f f converge.
a

+00
Alors ¢ : x — f f est de classe €' sur [a,+ool et
P
@' =~Ff.

H Cas des fonctions réelles positives

Propriété 6 : Cas des fonctions réelles positives

Soit f € €m(la, +oof, RT).
X +00
Alors F : x — f f(nyde est croissante, et f f
a a
converge si et seulement si F est majorée.

Définition 2 : Intégrale de fonction positive

Soit f € €m(la,+oo, RT).
+00

On pose f f la limite finie ou +oco de
a

29
F:fo f(®ydt en +oo.
a

Théoreme 1: Convergence d’intégrales de fonc-

tions positives par comparaison
Soient f,g € €m(la,+oo,RY), tel que
+00
H1 f g converge
a
H2 [‘une des trois hypothéses suivantes est vé-
rifiee

0<f<g ou f=

+—OOO(g) ou f =o(g),

+00
alors

+00
Cl f f converge.
a

Théoréeme 2 : Divergence d’intégrales de fonctions

positives par comparaison

Soient f,g € €m(la,+oo,RY), tel que
+00
H1 f g diverge
a
H2 [‘une des trois hypothéses suivantes est vé-
rifiee
0<g<f ou g+=oo(9(f) ou gJ:x’o(f],

alors

+00
Cl f f diverge.
a
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Théoréme 3 : Convergence d'intégrales de fonc-

tions positives par équivalent

m INTEGRALE GENERALISEE SUR UN INTERVALLE
QUELCONQUE

Soient f,g € €m(la,+oo, RY) felles que f 58 Alors

+00 +00
f fet f g ont méme nature.
a a

n Cas d’un intervalle semi-ouvert

Intégrabilité sur un intervalle de la forme
[a,+oo[

On généralise les résultats précédents aux infervalles de la
forme [a, b[ OU ]a, b] avec a,be R U {xoo} tels que a< b.

‘
N

Définition 3 : Fonction integrable Définition 4 : Intégrale convergente

Une fonction f est dite intégrable sur [a, +oo[ lors-
qu’elle est continue par morceaux sur [a, +oo[ et que

+00
f |f| est convergente.
a

+00o
On dit aussi que f f est absolument conver-
a

gente.
On note fe L ([a, +ool, K).

Théoréme 4 :I'absolue convergence entraine la

convergence

+00

alors f
a

Si f est intégrable sur [a,+ool,

converge.
La réciproque est fausse en général mais vrai pour
des fonctions de signe constant.

‘
2
N
N

Théoreme 5 : Intégrabilité par comparaison
Soient f,g € €m(la,+oo[, RT).
m On suppose que
H1 g estintégrable sur [a,+ool
H2 [‘une des trois hypothéses suivantes est véri-
fie

f<g ou f=0(g) ou f=o(g),

alors
C1 f estintégrable sur [a,+ool.

mSif & alors f est intégrable sur [a,+oo[ si et
seulement si g I’est.

Corollaire 1 : Intégrabilité par comparaison, cas gé-

néral

Soient f,g € €m(la,+ool, K).

m Si g est intégrable sur [a,+ool ef que I'une des
deux hypothéses suivantes est vérifiee : au voisi-
nage de +oo,

|fI<lgl ou f=0 (g) ou f= o (g),

alors f est intégrable sur [a,+ool.
mSif ol alors f est intégrable sur [a,+oo[ si et

seulement si g I’est.

Soit f continue par morceaux sur [a, b[ (respective-
ment ]a, b]) A valeurs dans K.

b
On dit que f f est convergente lorsque
a
X
X — f f(nde a une limite finie en b (respective-
a
b
men’rx—»f f(de aune limite finie en a).
X

b b
Dans ce cas, on no’re[ f(t)dtouf f cette limite.

Lorsque f est a valeﬁr réelles poasitives et que
f f(®dr diverge, on no‘ref f(®dt =+oo.

On dit que f est mtegrable sur [a,b[ (respecti-
vement [a,b[) lorsque fa |f| converge, et on note

feLl(a,bl,K) (respectivement fe L' (a,b],K).)

Propriété 7 : Intégrales de Riemann

Soit a € R.

m X # est intégrable sur [1,+oo[ (respective-
ment ] —oo,—1]) si et seulement si a > 1.

m x— — estinfégrable sur10,1] (respectivement

[—1,0]) si ef seulement si a < 1.

Théoréme 6 : Intégrabilité par comparaison, cas po-

sitif

Soient f,g € €m(la, b, RY).
m Si g estintégrable sur [a, bl et que I'une des trois
hypothéses suivantes est vérifiée

Au voisinage de b, f < g ou f:(g(g) ou f:(l;(g),

alors f est infégrable sur [a, bl.
mSif 78 alors f est intégrable sur [a, bl si et seule-

ment si g I'est.
On aun énoncé analogue surla, bl en comparant
au voisinage de a.
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Corollaire 2 : Intégrabilité par comparaison, cas gé-

néral . 2 - .
3 Intégrabilité sur un intervalle quel-
Soignf f,gefgm([a,b[, K). ) conque
m Si g estintégrable sur [a, bl ef que I'une des deux . o .
hypothéses suivantes est vérifie : au voisinage I'estunintervalle de R dintérieur non vide.
de b,

_ _ Théoréme 7 : Lintégrabilité implique la conver-
< =0 = ,
|f1<lgl ou f=0(g) ou f=o0(g)

gence de l'intégrale

alors f est infegrable sur [a, bl. Soit f continue par morceaux sur I. Si f est inté-

mSif 78 alors f est integrable sur [a, b[ si et seule- grable sur I, alors f f converge.
I

ment si g I'est.
On a un énoncé analogue surla, bl en comparant
au voisinage de a.

Propriété 10 : Espace vectoriel L' (I, K)

m ['ensemble des fonctions continues par mor-
ceaux intégrables sur I a une structure de K-

Propriété 8 :Indépendance du choix de [Iautre espace vectoriel. Cet espace vectoriel est noté
borne L1, K).
Soit f continue par morcequsx sur [a, bl, c€ a, bl. m L‘application f — [1 f est une forme linéaire de
b
Alors f f converge si et seulement si f f cef espace.
converge: “ ¢
On a un résulfat analogue pour une fonction
continue par morceaux surla, b). Propriété 11 : Inégalité triangulaire

Si f estintégrable sur I,

flf‘<f1|f|-

Propriété 9: Cas d’'une fonction prolongeable par
continuité

Soit —co < a< b < +oo et f continue par morceaux
sur [a, b[ & valeurs dans K.

On suppose que f a une limite finie en b, c’est-a-
dire qu’elle est prolongeable par continuité en une
fonction f continue par morceaux sur [a, b).

Alors f est infégrable sur [a, bl.

Propriété 12 : Cas des fonctions a valeurs complexes

Si f est & valeurs complexes, f f converge si et
I

seulement si f Re(f) et f Jm(f) convergent.
1 1

On a un énoncé analogue surla, b). Dans ce cas, f f= f Re(f) +i f Jm(f).
1 1 1
E Cas d’un intervalle ouvert n . Eigde et réedaction de I'existence d’une
intégrale

Définition 5 : Convergence d’intégrale et intégrabi-

lité int Il t - P
e —— ¥ Methode 1: Etudier Pintégrabilité de f sur un
Soit f continue par morceaux sur Ja, bl & valeurs intervalle I ou étudier la conver-
b
CEMS I, b gence def f
On dit que f f est convergente lorsqu’il existe Z

. @ . o = (ce n'est pas la méme chose!)
¢ €la,b[ (Qui est en fait quelconque d’aprés la pro- o .
Position du probleme

c b

priété précédente) tel que f f et f f sont conver- m 3i I estunsegment, il n’y a pas de probléme.
a c m Si I est un infervalle bornée sur lequel f est bor-
gentes. née, alors f estintégrable par comparaison & une
Dans ce cas, on note fonction constante qui est intégrable. C’est le cas
par exemple si la fonction est continue et prolon-
b b ¢ b geable par continuité en une borne ouverte (et
jﬂ f:j; f(t)dt:fa f(t)dt+fc fndr. c’est alors encore plus simple & justifier : il suffit de
considérer I'intégrale sur un segment du prolonge-

b ment, qui ne présente pas de probleme).
On dit que f est intégrable sur ]a, b[ lorsque f If] m Si I est un intervalle ouvert 1a,b(, on étudie sépa-
a @ b
converge et on note fe L'(a, bl K). rément I'existence de f f et f f. Le réel ¢ est
a

c
choisi quelconque dans 1a, bl et on est ramené &
une étude sur la, c] et [c, bl (semi-ouverts).
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Cas des fonctions positives

Dans ce cas, la convergence de |'intégrale est équi-
valente & I'intégrabilité. Bien insister dans la rédac-
fion:

« La fonction f:x—--- est contfinue (par morceaux),
positive sur 'intervalle ... »

en précisant bien I'infervalle.
S’il est ouvert, on coupe en deux et on étudie séparé-
ment les deux intégrabilités.
Cas des fonctions non positives
... ni négatives.

Dans ce cas, on s’intéresse soit & I'intégrabilité (ab-
solue convergence), soit & la (semi)-convergence de
I'intégrale (mais cetfte derniere n’est pas un objectif
du programme).

m PROPRIETES DES INTEGRALES GENERALISEES

Il Relation de Chasles

‘
h

Propriété 13 : Relation de Chasles
Soit f € €m(I,K) telle que f f converge.
I

() Si J sous-infervalle de I, alors f f converge.
7

(i) Si a,b,cel éventuellement infinis,

fahf=f:f+fchf,

toutes ces infégrales étant bien convergentes.

E Propriétés liées & 'ordre

Propriétés 1 :liées a I'ordre

‘
Y
N
’

Soient f,g € €nI,R) ftelles que f f et f g
I I
convergent.

Positivité : f>0— f f=o.
I

Croissance : fgg:ffgfg.
I I
Positivité améliorée : Si f est positive, continue sur I
et si f f=0alors pour fout xe I, f(x)=0
I

De fagon équivalente, si f est positive, continue,
non identiquement nulle sur I alors f f>o0.
I

b
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Intégrale généralisée dépendant d’une
borne

‘
v
\

Propriété 14 : Dérivation

Les bornes ouvertes peuvent étre éventuellement
infinies. )

Si f est continue sur [a, b| ef si f f converge, alors

a
b
g: x—»f f(odt est de classe €' sur [a, bl et g’ = —f.
P

b
Si f est continue surla, b et si f f converge, alors
a

X
h:x»f f(rdt est de classe €' surla,b) et b’ = f.
a

m CHANGEMENTS DE VARIABLE, INTEGRA-
TIONS PAR PARTIES

n Changement de variable

Théoreme 8 : Changement de variable

‘
’

Soit a, B,a,b € Ru{xoo} ef ¢ :la, Bl—]a, bl une bijec-
tion de classe €. Alors ¢ est strictement monotone.
On suppose que ¢(u) —a et p(u) —ﬁ b (quitte
= —

’chonger les bornes des infervalles).

Alors[ fde eff o)’ (w) du sont de méme
nature. En cas de convergence, elles sont égales.

Propriété 15 : Intégrales de Riemann

\

N

3
| ‘
N

SoitaeR et a,beR, x— PP est intégrable sur

[b, al (respectivement 1a, b)) si et seulement si a < 1.

E Intégration par parties

On ne fait pas d’intégration par partie sur des intégrales gé-
néralisées : on pourrait faire apparaitre des fermes qui n’existent
pas.

Donc on repasse a une intégrale sur un segment, on intégre
par parties puis on passe & la limite.
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m INTEGRATION DES RELATIONS DE COMPARAI-
SON

Théoréme 9 : Intégration des relations de comparai-

son

Soit f € €m(la,bl,K) et g € €m(la b, R une fonc-
tion & valeurs réelles positives.

b
Cas de divergence Si f g diverge et
a
X
J, ¢
a
X
I
a

0] sif:L;)(g),alorsfa f=0 (

x—b

(in sif:g(g),olorsfa f= o (

x—b

X X
(iiny i f~g. olorsf f o~ f e
b a x—bla

b
Cas de convergence Si f g converge et
a

Wsi f = (B(g), alors f intégrable et
[r=(ls
(i sif= g(g), alors f intégrable et fx ’ f :2( fx ! g)

b b
(ziify Si f 78 alors f intégrable et f f ~ f g
P X

x—b

On a un énoncé analogue sur la, b].
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