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Intégration sur un segment des fonctions

Dans tout le chapitre, I désigne un intervalle réel
contenant au moins deux points, IK désigne R ou C.

n INTEGRATION SUR UN SEGMENT
D’UNE FONCTION CONTINUE
PAR MORCEAUX

L'idée de la construction de I'intégrale d’une fonction
continue par morceau consiste & commencer par défi-
nir celle de fonctions en escalier (somme des aires des
rectangles) puis gréce au fait que toute fonction conti-
nue par morceaux est limite uniforme d’une suite de
fonctions en escalier, d’en déduire que si f € €, ([a, bl,R),
{fane: occtam,o<f} et {finv; veslaby>ff
admettent respectivement une borne supérieure et infé-
rieure, égales. On a alors la définition :

Définition 1 : Intégrale d’une fonction continue

par morceaux
Soit f e €n(la,bl,R). On définit

f f= sup f = inf f v
la,b] pe&(la,b))Ja,b] yeé(la,b)) Jia,b]

o<f v=f

Soit f € €m(la,bl,C). Alors Re f € Em(la, bl R),
Im f € 6,,(la, b],R) et on pose

f = Re [ +i Jm f
[a,b) [a,b] [a,b)

La premiere définition a un intérét uniquement théo-
rique.

b
Pour f € Gullab), on note [ f= [ f,
a la,b]

frr==lir==f et oo

b b
On note oussi[ f:f fdr.
a a

Propriété 1:de [lintégrale sur un segment
d’une fonction CPM

Si I infervalle, a,b e I (non nécessairement or-
donnés).

numériques (MP2l)

(gm(n — K
0] b  estlinéaire.
o= [

b b
(i 8ia<b,f<g=»f f<f g.

b b
Sib<af<g=[ r>[ &
a a

@iy /\ Engénéral,siabel et feCyl),

A<l

c b c
(iv) Sia,b,celeffe‘gm(l),f f=f f+f f
a a b

Propriété 2 : Positivité améliorée

Si f est confinue sur [q,b] . et de signe

constant,

b
f =0 f=0surla,b]

C’est faux si f est seulement contfinue par
morceausx.

Propriété 3 : Inégalité de Cauchy-Schwarz

Si f,ge€(la,bl,R),

([ < 2] ¢

avec eégalité si et seulement si (f, g) est liee.

m SOMMES DE RIEMANN

Définition 2 : Sommes de Riemann

Soit f € €m(la,bl), o= (ay,...,a,) subdivision de
la, b] et pour k€ [0,n—1], ¢k € [ag, ar+1]. On appelle

somme de Riemann associée a f, o et (&) :

n-1
S(f,0,8) =Y (ar+1— ar) f(Ep)
k=0
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Théoréme 1: Convergence des sommes de

Riemann
Soit f € €n(la,b)).
() h(o) désignant le pas de o,

b
S(fya-)é) h(o‘)—*O L f
(i Si, de plus, f est K-lipschitzienne,

< K(b-a)h(o).

‘S(f,a,é)—fubf

Corollaire 1: Cas simples

Si f est confinue par morceaux sur [a, bl, a< b,

=l

En particulier, sia=0 et b=1, f € €,,(10,11]),

S s [ s

n=o

banl(

> f

m INTEGRALE ET PRIMITIVE

I désigne un intervalle de R contenant au moins deux
points.

Propriété 4

Soit f . I— K, FEG deux primitives de f sur I,
avec I intervalle.

AlorsonaCelK felqueVxel, F(x)=G(x)+C.

Théoréme 2 : fondamental de ’Analyse

Si f est continue sur un intervalle I et a€ I,
F:x~— f f est I'unique primitive de f qui s’an-
nule en a.
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Corollaire 2 : du théoréeme fondamental

() Toute fonction contfinue sur un infervalle
possede des primitives.

(i Si fe€,XK), F primitive de f surl, a,bel,
b b
f fde= [F(t)]a = F(b) - F(a)

(iy i f est de classe  €'(la, b)),
P

f=fla +f fl(ndte.
a

(iv) Inégalité des accroissements finis : Si f est
de classe €' sur [a,b] et f' bornée par k,
alors f est k-lipschitzienne sur [a, b].

Propriété 5 : Fonction intégrale dépendant de
ses bornes

Soient 1,] intervalles de R, u,v: 1 — ] déri-
vables, f:]— K continue.
I — K
L'application ¢: v(x)

X +r—

est dé-
f(ndr

u(x)

rivable sur I et

Vxel, ¢'(x)=v'x)f(w)-u (x)f(ux).

Propriété 6 : Intégration par parties

oY
\
‘

Si u, v sont de classe €' sur I,

b b
Va,bc—:l,f u(t)v’(t)dt:[u(t)v(t)]Z—f u'(Hu(r)de
a a

\
‘

Propriété 7 : Changement de variable

Si I intervalle, ¢ : (a,B]l — I de classe €', f
continue sur I,

" f(t)dt—f flow)e'(w) du.
¢

MCALCUL DE PRIMITIVES ET
D’INTEGRALES (RAPPELS)

_@- Méthode 1 : Technique de calcul de pri-
mitives et d’intégrales

|'.| Calculs directs

II'est bien entendu indispensable de connaitre
ses primitives usuelles (cf formulaire).
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On reconnait souvent une forme v’ x v’ (1) quis’in-
tégre en vou (voir aussile changement de variable)

On peut parfois passer par les complexes : par
définition, la partie réelle (imaginaire) de la primitive
est la primitive de la partie réelle (imaginaire).

E Lintégration par parties

Fonction dont la dérivée est plus simple...
..comme par exemple les fonctions
In, Arccos, Arcsin, Arctan, etc.

Abaissement du degré, formule de récurrence

Le changement de va-
riable

On veut calculer [ f(p)¢'(ndt : C’est en fait le
cas ol on reconnait une forme ¢’ x fo.

On veut calculer [ f(x)dx

Dans ce cas, il faut écrire x = ¢(r) avec ¢ de
classe €. Mais attention, si on fait un calcul de
primitive, il faudra choisir ¢ bijective pour pou-
voir & la fin du calcul revenirde r & x (r= ¢~ 1 (x).
Si c’est un calcul d’intégrale avec des bornes,
@ N'apasbesoin d’étre bijective ! (on en revient
pas A la premiére variable.)

Comment déterminer un bon changement
de variable? Pas toujours facile, mais voici
quelgues tuyaux pour y parvenir.

ﬂ Les fractions rationnelles

Parfois, un simple changement de variable, ou
des astuces du type +1-1 permettent de calculer
les primitives.

Si ce n’est pas possible de simplifier « & vue »,
I'idée est de se ramener & des fractions simples pour
utiliser, si a € R, sur ]a, +oo[ OU | —oo, al €t ne IN*,

1 -1 .
dx= Csin#l
f(x—a)” -1 7

1
f dx=In|t—al+C.
xX—a

Pour se faire on procéde & une décomposition
en éléments simples. Ne pas oublier la partie entiére
si elle est non nulle.

II'y a un autre cas & traiter : c’est celui pour le-
quel on obtient un facteur ax? + bx+ ¢ au dénomina-
feur sans racine réelle : cela donne dans la décom-

position un terme en S TR qui se primitive en
ax“+bx+c
In et Arctan :

m On se débarrasse du x au numérateur en fai-
sant apparaitre la dérivée 2ax + b du dénomi-
nateur et on infégre en In,

m on met sous forme canonique le dénomina-
feur du ferme restant et on intégre en Arctan.

E Les fonctions trigonomé-
triques

Si on veut intégrer une fonction polynomiale en
cosx et sinx, le plus simple est de linéariser. Cepen-
dant, sion a un terme en sin” xcos? x avec p ou g im-
pair, on peut poster ¢ = cos x si g est impair et ¢ =sinx
si p est impaire en utilisant cos? +sin® =1,

Si on veut intégrer une fraction rationnelle en
cosx et sinx, on applique :

Régles de Bioche

Si « f(x)dx » est invariant par
mx - -x X — 7+ X
on pose on pose
I=cosx, t=tanx;
"X — 7T - X m Sinon
on pose on pose
t=sinx; t=tany.

Ne pas oublier le dx!!

H Les fonctions hyperbo-
liques

Pour les fonctions faisant intervenir ch, sh, th et exp,

1 1 1 1
on peut poser ¢ =e* (chx = 3 t+ ;), shx = z(t—;),

2

t
ST )

Si 'on a une fraction rationnelle en ch,sh, th, il
peut étre plus efficace d’appliquer un changement
de variable obtenu gréce aux régles de Bioche ap-
pliquées a la fraction rationnelle dans laquelle on
aura remplacé mentalement ch, sh, th par cos, sin, tan
respectivement.

Les fonctions avec radical
m Si I'on souhaite intégrer une fraction ration-

n +b .
nelle en x et Zj—m (x et Vax+ b en parficu-

. ax+b
lier), on pose ¢ = {/ .
cx+d

m Si I'on souhaite intégrer une fraction ration-

nelle en x et Vax?+ bx+c (a#0), il faut mettre
ce dernier sous forme canonigue pour obtenir

du y/+(ax+ )2 +1 puis poser t = ax+ B. Ensuite,

pour :

* V12+1 on pose t = shu (sh®+1 = ch?) ou

t=tanu (1+tan®* = —, attention & I'infer-
COS

valle dans ce cas 1)

* V12 -10npose t=+chusuivant le signe de
t. (ch® -1 =sh?))

* V1-t2 on pose t = sinu OU t = cosu
(1 - cos? =sin? et 1 -sin? = cos?.)

INTEGRATION SUR UN SEGMENT DES FONCTIONS NUMERIQUES (MP2I) - PAGE 3 SUR 4



LYyCEE LECONTE DE LISLE — LA REUNION

m FORMULES DE TAYLOR

Définition 3

Si f est n fois dérivable en a, son développe-
ment de Taylor en a & I'ordre n est

x-a)",

(n)
T,(x) = f@+f(@x-a)+-+ ! n( .

et le reste de Taylor de f en a & l'ordre n est
R,=f-T, (felque f=T,+Ry).

On sait déja que si f est polynomiale de degré d, pour
fout n>d+1, R, =0.
On va chercher & :
m exprimer globalement R, : c’est la formule de Tay-
lor avec reste intégral,
m majorer globalement R, : c’estl'inégalité de Taylor-
Lagrange,
m dominer localement R,, : c’est la formule de Taylor-
Young.

Il Taylor reste intégrale

Propriété 8 : Formule de Taylor avec reste inté-

gral

Soit f: I — K telle que f est de classe €"*!
surl, acl. Pourfoutxel,

Ru(x) = f =

f("“)(t)dt

f(n) ((l)

(x—a)"

f (x f(}’l+l)(t)dlL

fO=f@+f(@x-a+--

E Inégalité de Taylor-Lagrange

Propriété 9 : Inégalité de Taylor-Lagrange

Soit f:1— K telle que f est de classe €"*!
surl,acl Pourtfoufxel,

f(n)( )
n!

IRn(x)|=’f(x)—(f(a)+- —(x-a )

|n+l

lx—a (n+1)
S —— Su (D).
(n+1)! tE[agc]|f |
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‘

Corollaire 3 : Série exponentielle

+ook

Pour tout ze C, kzo 0

Formule de Taylor-Young

‘
Ay

Propriété 10 : Primitivation de DL
Soit f:1— E admettant un DL, (a) avec a€ I
f@=ay++a(x-a)"+o((x-a)")
Toute primitive F de f sur I admet un DL;,11(a)
F(x)=F(a)+ao(x—a) + (x a)®
(e—a)™)

+---+—(x—a)”+1+o

obtenu par primitfivation terme & ferme du DL
de f.

‘
Ay

Propriété 11 : Formule de Taylor-Young

Soit f:1—K felle que f est de classe €" sur
I,acl
Ry (%) =xgu((x—a)")

ie

(x—a)"

(n)
fO=f@+f(@x-a)+--- fn()

+xga((x—a) ).
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