MPI Lycée Leconte de Lisle — La Réunion
Dérivabilité

« Le théoreme de Rolle est d'usage courant mais seulement valable pour les fonctions & valeurs
réelles. Il existe des extensions en ouvrant des bornes et en remplacant les valeurs par les limites
(voir exercice 4).

« De méme, le théoréme des accroissements finis n'est plus valable si la fonction n'est pas & valeurs
réelles. Mais I'inégallité est valable dans un cadre beaucoup plus large. Par contre il faut alors se
limiter & des majorations.

« Le théoreme «de la dérivée » est un théoreme du prolongement 6. Mais attention : on ne prolonge
pas une dérivée, on prolonge la fonction et on obtient sa dérivabilité au point.

« Un développement limité & I'ordre 1 donne la dérivabilité (et la dérivée) en un point. Ce n'est plus
vrai d partir de I'ordre 2.

(Vrai ou faux/

1. Un fonction dérivable a droite et & gauche en un point est dérivable en ce point.

2. Pour toute fonction dérivable sur [a, b], il existe ¢ €[a, b] tel que f(b)— f(a)= f'(c)(b—a).

3. Si f est une fonction continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b[ & valeurs complexes telle que
f(a) = f(b), on peut appliquer le théoreme de Rolle & Re f et Im f et en déduire que f’
s'annule sur la, b[.

@ CCINP 3 : Formule de Leibniz

@ CCINP 4 : théoréme de la limite de la dérivée

Trés classique (jusqu’a 4.)

1. Donner une condition nécessaire et suffisante sur les racines d'un polyndme pour qu'il soit
scindé a racines simples.

2. Soit P e R[X] scindé simple avec degP > 2. Montrer que P’ est scindé simple.
3. Est-ce encore vrai sur C[X]?2
4. Soit P e R[X] scindé avec degP >2. Montrer que P’ est scindé.
5. (Oral X)
(a) Avec les mémes hypothéses montrer que plus généralement, si (a, b) #(0,0), aP + bP’
est scindé.

d d
(b) Montrer que si P = Z apX* est scindé, ZakP(k) est scindé.
k=0 k=0
Indication : utiliser I'endomorphisme P(D) ou D est I'endomorphisme de dérivation.

@ Montrer que ((Xz— 1)”)(") est scindé d racines simples toutes dans 1—1, 1[.
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@ Généralisations du théoréme de Rolle

1. Si f est continue sur [a, b[, dérivable sur ]a, b[ telle que f(x)—b>f(a), a valeurs réelles, mon-
—

frer que la conclusion du théoreme de Rolle tient toujours.

2. Soit f € RR dérivable et admettant une méme limite (finie ou non) en +oo. Montrer qu’il
existe un réel ¢ tel que f’(c)=0.

3. Soienta e R et f continue sur[a,+oo[, dérivable sur Ja,+oo] telle que f(x) = f(a). Montrer
qu'il existe ¢ €la,+oo[ tel que f’(c)=0.

@ Dérivées successives d'arctangente

P,(x N . . .
n )n ou P, est une fonction polynomiale scindée

Montrer que pour tout 7> 1, Arctan™ : x — ——""—
auep g (14 x2)

simple.

Théoréme de Darboux Soit f:[a, b]— R une fonction dérivable.

1. On suppose que f’(a) et f'(b) sont de signe contraire. Démontrer que f’ s'annule sur la, bl.

2. En déduire que la dérivée d'une fonction dérivable posseéde la propriété des valeurs inter-
médiaires.

B On se propose de démontrer I'inégalité des accroissements finis dans le cas complexe ou

f est continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[, telle que |f’| <k surla, bl.

[a,b] — R
Sl

Pour cela, on considére ¢ :

Conclure en appliquant I'inégalité des accroissements finies réelle a .

@ Erreur dans l'interpolation de Lagrange
Soit P, polynéme d'interpolation de Lagrange interpolant une fonction f de classe €™ aux
points (xo=a, x1,..., X, = b).
1. Monftrer que
(x—xp)---(x — xy)

v

Vxela,b], 3¢, €la,b], f(x)—P,(x)=

Indication : s'inspirer de la démonstration du théoréme des accroissements finis.
2. En déduire, si I'on note M,,,(f) = ||f"*Y||, et T(x)=(x—xo)-(x—x,).

Mn+1(f)

”f_P"”oo < (n+1)

1T lloo -

Egalité de Taylor-Lagrange

Soit fde classe ¥"+V sur I, a, b € I. Montrer qu'il existe ¢ €a, b| tel que

[ e
(n+1)

(b _u)n+1.

fb)=f@)+f'(a)b—a)+--+
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@ Le but de I'exercice est de construire des fonction « plateau» de classe ¢ nulles hors
d'un segment [a, b] et valant 1 sur un segment inclus dans la, b[.

1. On définit, si x >0, ¢(x)=exp(—1/x). Montrer que ¢ est de classe € sur ]0,+oo[ et que sa
dérivée ke est de la forme x — P(1/x)exp(—1/x) oU P, polynomiale.
On prolonge ¢ a R en définissant, si x <0, ¢(x)=0.
Montrer que ¢ est de classe 6°.
Tracer I'allure du graphe de ¢.

2. Tracer I'allure du graphe de x — ¢(x+2)¢p(—1—x) puis de son unique primitive qui fends vers
0 en —oo.

3. Construire i de classe €°°, nulle en dehors de [-2,2] et valant 1 sur [-1,1].

4. Sia<c<d<b, comment construire une fonction ¥, nulle en dehors de [a, b] et valant 1
surlc,d]?

MPI Lycée Leconte de Lisle — La Réunion
Convexité

Pour démontrer des inégalités, il faut penser d la convexité.

La monotonie de f” ou le signe de f” permet alors de conclure plus facilement sur la convexité ou
la concavité de f.

La définition et les caractérisations de la convexité sont alors utilisées comme conséquences de
celle-ci. Y penser pour les résultats plus théoriques en particulier.

Parfois, le plus difficile est de reconnaitre une inégalité de convexité. Penser par exemple a utiliser
In si lI'inégalité se présente sous forme de produit.

Exercices vus en cours

@ Montrer qu'une fonction convexe sur I est admet en chaque point de [ une dérivée &

gauche et une dérivée & droite et en déduire que f est continue sur I. Est-ce le cas sur I 2

@ Montrer les inégalités suivantes
1. Inégalité arithmético-géométrique : pour tout x;,...,x, €R},
catt

n

1
Qu’'obtient-on en remplagant x; par = 2
i
2. Vx>-1, In(1+x)<x.

3. VxeR, e*>1+x.

s 2
4. Vxe[o,f], —x <sinx < x.
2 T
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En général (et heureusement), les fonctions rencontrées sont dérivables voire deux fois dérivables.

Parties convexes

m Enveloppe convexe

L'enveloppe convexe d'une partie A d'un espace vectoriel réel E est le plus petit convexe
confenant A.
Comment I'exprimer & I'aide d'une intersection 2@

@ Points extrémaux Soit C une partie convexe d'un espace vectoriel E. On dit qu’un point
x de C est extrémal lorsque :

Y(a,b)e C? xe[a,b]=>(x=a ou x=b)

Dessiner dans R? un convexe ayant n points extrémaux, n > 2.
Dessiner dans R? un convexe borné non vide n’ayant aucun point extrémal.
Existe-t-il dans R? des parties qui ont un unique point extrémal 2

m Théoréme de Gauss-Lucas

Soit P un polyndme de degré au moins 2 de C[X]. Démontrer que lesracines de P’ se tfrouvent
dans I'enveloppe convexe des racines de P c'est-O-dire sont des barycentres a coefficients
positifs de celles-ci, soit encore des combinaisons linéaires & coefficients positifs de somme 1.

d
— D Jassalayul,s bunod UQ
d

Fonctions convexes

Soient I intervalle de R, f,g: I— R telsque f>0, g>0, f et g ont méme monotonie et
[ et g sont convexes sur I. Montrer que fg est convexe sur I.

. Montrer que la composée (& gauche) d'une fonction convexe par une fonction convexe
croissante est convexe.

2. Montrer gu'une fonction & valeurs dans R} dont la composée avec In (& gauche) est
convexe (on parle de fonction log-convexe) est une fonction convexe.

Soit f: I - R une application continue strictement décroissante et convexe. Etudier la

convexité de la fonction f=1: f(I)— 1.

Inégalité de Bernoulli Montrer que ¥nelN, ¥Yx>0, x"™!'—(n+1)x+n>0.

+
@ MOnTrerqueV(x,y)e]l,+oo[2Ono:lnx y?,/lnxlny.

2
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@ Soit f de [0,1] dans R deux fois dérivable telle que f” <1. Montrer que

so-2f () + <.

@ Montrer que parmi les polygones convexes inscrits dans un cercle donné, les polygones
réguliers ont un périmétre maximal.

Soit f : R — R convexe et majorée. Montrer que f est constante. (On pourra raisonner
par I'absurde.) Le résultat est-il vrai si f définie sur Rt 2

@ Soit f définie sur R* convexe, croissante, non constante. Montrer que f(x)x—'+°°'

—+00

Inégalité de Jensen continue (Oral CCINP) Soit f : [a,b]—R et ¢ : R— R continues,

¢ convexe. On suppose a < b. On veut montrer que

1 (P 1 (P
¢(b_aL f(t)dt)< b_aL HOLT

1. Démontrer I'inégalité en utilisant des sommes de Riemann.

2. On suppose désormais ¢ de classe €. Soit y € R, montrer
VxeR  ¢(x)>¢r) + (x—7)9'(r) 1
3. On applique (1) & x = f(r), puis onintegre I'inégalité obtenue entre a et b. Comment choisir

y pour en déduire I'inégailté de Jensen 2

4. Ecrire I'inégallité de Jensen continue pour ¢ : x — x2. Vérifier que le résultat peut s’ obtenir
grdce a l'inégalité de Cauchy-Schwarz.

5. Ecrire I'inégalité de Jensen continue pour ¢ : x — 1/x : on supposera la fonction f &
valeurs réelles strictement positives. Vérifier que le résultat peut (encore!) s'obtenir gréce
a I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

n 1/n n 1/n
Etablir que ¥ n € N*, ¥ X1, Xp,..., Xy €RY, 1+(I_ka) <( (1+xk)) .
k=1

k=1
En déduire, pour fout neN*,ay,ay,...,a,, by, by, ..., b, €R},

n 1/n n 1/n n 1/n
(l—[ak) +(ﬂ bk) <(ﬂ(ﬂk+bk)) .
k=1

k=1 k=1

m Montrer que si f est une fonction convexe et dérivable sur I, alors f” est continue sur I.

("o410ip B {2 BY2NDB D SBYJWI| SOP D SJUPSSIOID UOHDOUO4 BuNn,Nb
1ID§ B JBSIN [ Y + X | X SIJUD SIUlj SJUBWSSSIOIDDD SOp awaloayy o) Jonbyddo punod uQ)
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m Fonctions mid-convexes

Une fonction est dite mid-convexe sur un intervalle I si pour tout (x,y) € 12,

/(552)

)< 5w+ r0)

2

Montrer que, si f est continue, f est convexe si et seulement si elle est mid-convexe.
(On pourra commencer par montrer que I'ensemble

Alx,y)={t€l0,1]] flrx+(1—0)y)<tf(x)+1—1)f (1)}

contient tous les ﬁ...)
n

Soit f : Rf — R convexe.

fx)

1. Montrer que x — — tend vers une limite ou +oco en +oo.
X

2. Montrer que si @ —= LR, alors x — f(x)—£x tend vers une limite finie ou —oco en +oo.
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