MPI Lycée Leconte de Lisle — La Réunion
Un Corrige du Devoir Libre n° 4

Mines de sup 2010, Second probleme

PARTIE A

1. Comme A est symétrique et C antisymétrique, | elles vérifient la relation (1).

2. On calcule |A%2=1.| On a donc pour tout k € N, A%f = (A%)F = ] et A?F+1 = (A2)A = A donc,
pour tout n €N, A" vérifie (1).

3. Comme A%2=1], | A estinversible et A71=1.

-

4. Par définition de la matrice d'un enjdomorphisme, on a directement que | u(i)= f et u(f)z i

Comme A*=1, uou=idg.. Donc |I'endomorphisme u est une symétrie.

De plus u(x,y)=(x,y) si et seulement si A(;) = (;) ie (i) = (;) ie x=y.Donc | Inv(u)=Vect(1, 1).

5. U= (i i) est symétrique donc | vérifie (1). |On parrécurrence que | pour tout neIN*, U =2""1U. | et

est donc symétrique. Donc pour tout n e IN*, | U" vérifie (1).

6. A+C=((2) g)donc (A+C)(A+C)T=(g Z)e’r(A+C)T(A+C)=(:)1 8)

En particulier, A+ C ¢ E, alors que A, C € E,. Donc | E, n'est pas un espace vectoriel.

a b . .fa b\fa c a c\fa b\ -
7. M:(C d)eE25|e’rseuIemen’rS|(C d)(b d):(b d)(c d)ces’r—o—dlre

a*+c* ab+cd) [a*+b* ac+bd
ba+dc b*+d? ) \ca+db c*+d? )

a’+c?=a’+b? 2= p?
On est donc ramené a résoudre le systéeme < ab+cd=ac+bd soit B
b?+d? = c? +d? (a=d)(b=c)=0

Les différentes possibilités sont donc | M = (z 2) OoUM = (Z _ac).

8. On adirectement | E =Vect(E, ,,A, E,5)UVect(I, C).
Les familles (E11, A, E» ) €t (I, C) sont libres : ce sont des bases de ces espaces vectoriels respectifs.

-1 -1

1 1 ) n'est d'aucune des

9. | E, n'est pas stable par produit. | Par exemple, C,U € E,. Mais CU = (

formes trouvées en 7.
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PARTIE B

1. Par définition, on a S:( 0

)-

2. On calcule s2 directement ou en utilisant que h2(7) = h(=k)=—], h2(]) = h(i)=—k et h2(k)=h(])=1.

[=X=1o
o—o

—

Donc| §%?= (—21 _81 é) Puis on calcule SST=STS = I, et §?(5?)T=(5?)7S>=1;. Donc| S,S? € E;.

3. Comme RT=al+bST+¢(ST)? et comme L, S et ST commutent, R et RT commutent, donc

4. D’'apres la question précédente, | E; contient I'espace vectoriel F = Vect(1;, S, S?).

| Il est de dimension 3 | carsi Al; +uS+vS?=0, alors (’} 5 f) =0donc A=u=v=0:(L,S,S?) en est une base.

5. Un produit de matrices de F est une combinaison linéaire de I, S, S?, S et §%. Il suffit donc de
démontrer que S3,S* € F. R R

Or h¥3()=—1i, h3(J)=—j et h¥(k)=—Fk donc S3=—L € F et $*=—SeF.

Ainsi, | F est stable par multiplication matricielle. |

PARTIE C

a+1 0
1. On calcule BBT =( ) ) et BTB :( ) ) Si Be E,, a=-1, et le réciproque est vraie car alors B est

symétrique. Donc | B € E, si ef seulement sia =—1. |

2. Avec des notations évidentes, on a, dans B, C, =—C; donc Im A =Vect(C,, C,, Cy).
Or AC,+uGC,+vC,=0=> A, =1, =A3=0 donc (C,, G, C,) est une base de Im A donc

((1,-1,1,1),(1,0,0,—1),(1,1,—1,1))=(&,— &, + &+ &,, 8, — &,, &, + &, — & + &,) est une base de Imu. |

0 0
On a alors par théoreme du rang que dimKeru =1 et C,+ C; =0 donne A({) = (g) Donc (0,1,1,0) est un
0 0

vecteur non nul de Keru. Donc | ((0,1,1,0))=(&, + &) est une base de Ker u. |

1 -2
3. u(é +8é—8—28,) estreprésenté dans la base B” par B (_11) = (—22)
-1 2

Donc | u(é, +é,—é—28,)=—2(8 +8é —&—8&,). |Ainsi —2 est valeur propre de u et é,+é,—&—8&,=(1,1,—1,—-1)
en est un vecteur propre associé.

1 2 1 2
4. Oncalcule| B (3) = (3) et B (—11) = (—2 ) Lesimages sont le double du vecteur de départ : 2 est valeur

1 2 -1 —2
propre de B et on a ld deux vecteurs propres associés  cette valeur propre.

000
79 8) car é,+ & € Keru et par les questions 17 et 18. On a donc,
02

0
5. On a directement que /ﬂc(u):(g ;
00

d'aprés la formule de changement de base, si P:PB,,,C=(§ !

11
07 ) et | A= _Mc(u)=diag(0,—2,2,2), | que
1_

B=PAP7!,
6. Soit neIN. Comme B" et A" représentent u” dans les bases B” et C respectivement, la formule de
changement de base donne | B*=PA"P~. |Si| p=0, B=1,.

Puis, si p € IN*, B2 = PA? P = Pdiag(0,4”,47,47)P~! = 47~ Pdiag(0,4,4,4)P~! =471 PAZP1. Donc
Enfin, si p € N, B?P™1 = pPA2P+1p~1 = pdiag(0,4P x 2,4” x 2,47 x 2)P~! = 4P Pdiag(0,2,2,2)P~' = 4’ PAP~!. Donc
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