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Suites vérifiant une relation de récurrence

n RECURRENCE LINEAIRE

D’ORDRE 1

Les suites vérifiant une relation de récurrence
linéaire d'ordre 1 & ccefficients constants
sont les suites arithmético-géométrique, telles
qu’on ait a,b e K tels que

VnelN, uyy1=au,+b.

II s"agit d'un probléme linéaire associé &
I"application linéaire

KN — KN
f:

U — (Up+1— AUp)peN

L'ensemble des solutions est soit vide, soit un
sous-espace affine de direction Ker f.

On Vérifie qu’en fait, il n"est jamais vide.

Il s’agit donc des suites de la forme u=1ii+v
ou @ est une solution particuliere qu’on pourra
chercher constante (sauf si a = 1, mais alors
la suite est arithmétique et on sait faire) et v
solution de I'égquation homogéne associée :
VvneNlN, v,y = av,, c'est-G-dire une suite géo-
métrique de raison a.

Notons que dans ce cas, I'espace (affine)
des solutions est de dimension 1.

m RECURRENCE LINEAIRE
D’ORDRE 2 HOMOGENE

II Position du probléme

Soit a,bec K et FI'ensemble des suites u telles
que

VnelN, u,.»=au,.1+bu,. M

Exemple
E1- La suite de Fibonacci définie par
uy = u; = 1 et pour tout n € N,

Up+2 = Up+1 + Up.

linéaire
1. Vérifier que F est un sous-espace vectoriel

de KN,
2. Vérifier que I'application
F — K2

o

u —  (up,u1)

est un isomorphisme.

3. Quelle est la dimension de F?
E Ecriture matricielle
Up

Up+1 .

4. Montrer que la relation (??) est équivo-
lente O

On pose, pour neN, U, =

VneN, Uy =AU, 2)

ou A est une matrice carrée d’ordre 2 &
déterminer.

5. Si(??) est vérifieée, exprimer U, en fonction
de A et Up.

Etude dans le cas de diago-
nalisabilité

6. Démontrer que A est diagonalisable si et
seulement si I'équation (E) r? = ar + b ad-
met deux racines distinctes.

On suppose que c’est le cas, et on note ry
et r, les deux racines de (E).

7. Montrer que les solutions sont les suites de
terme général de la forme u, = Arl' + Br}
ouU A,BeK.

8. Application : ferme général et équivalent
de la suite de Fibonacci.
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ﬂ Etude dans le cas de trigona-
lisabilité
On suppose ici que (E) r? —ar — b =0 admet
une racine double ry.

9. Dans quel cas cette racine est-elle nulle ?

On suppose désormais ne pas étre dans
ce cas.

10. Démontrer que A est trigonalisable puis
que les solutions sont les suites de terme
général de la forme u, = (A+nB)r} ou
A BelkK.

11. Application : terme général de la suite dé-
finie par ug =1, u; = -1 et pour tout n e N,
Un+2 =2Unp+1 — Un.

5] Etude spécifique du cas réel

Si K =R, il est possible que (E) n’ait aucune
racine réelle. Plagons-nous dans ce cas.

L'équation caractéristique a alors deux ro-
cines complexes conjuguées re'? et re i,

12. Montrer qu’alors les deux suites de termes
généraux u, = r'*cos(nd) et v, = r"sin(n6)
forment une base de I'espaces F des so-
lutions.

Les solutions sont donc les suites de terme
général u, = (Acos(nf) + Bsin(n0))r" pour
A ,BeR.

13. Application : terme général de la suite dé-
finie par ug =0, u; =1 et pour tout n € N,
Up+2 = —Un+1 — Un.

ﬂ Exercices
Déterminer les suites réelles vérifiant
14, ug=1,u;=2etvnelN, u,io=>5u,+1 —6uy,.

15. (u,) estbornée et vnelN, u,.2=u,1+ Uy,

16, up>0, u;>0etVnelN, uyo=1\/tps1us.

17. Soit p € N*. A quelle condition sur
le réel a existe-t-il des suites réelles
non nulles telles que wuy = u, = 0 et
VnelN, u,2=2cosa ups1—Uy?

Utilisation des polyndmes
d’endomorphisme (pour plus
tard)

On considére I'endomorphisme

KN — KN
u _ (un+1)ne]N

18. Déterminer un polyndbme P ftel que
F =Ker(P(A)).

19. On suppose que P a deux racines dis-
finctes : retrouver le résultat du 3. en ap-
pliquant le lemmme de décomposition des
NOYQUX.

20. On suppose que P a une racine double :
peut-on retrouver le résultat du 4. ?

m EXTENSION

Soit p>2, ay,...,ap-1 € K et Fl’ensemble des
suites u telles que

Vnel, Un+p = Ap-1Un+p-1t -t aolUp. (])

21. Vérifier gue F est un sous-espace vectoriel
de KN, Quelle est la dimension de F?

Un

Un+1
On pose, pour neN, U, =

Up+p-1

22. Montrer que la relation (??) est équiva-
lente O
VnelN, Uy =AU, 2

ou A est une matrice carrée d’ordre p Q
déterminer.

23. Calculer son polyndme caractéristique.
Conclusion?
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