MP 1 Lycée Carnot - Dijon
Révisions : groupe symétrique et déterminants

Le résultat théorique principal est que I'espace des formes n-linéaires alternées sur un espace de
dimension n est de dimension 1 : il est parfois utile dans la pratique pour montrer qu'on est propor-
fionnel au déterminant dans une base donnée.

On se sertrarement de I'expression développée du déterminant. Les opérations élémentaires sur les
lignes et/ou les colonnes permettent de faire apparaitre des ccoefficients nuls pour se ramener a une
matrice triangulaire ou diagonale, ou pour développer par rapport & une ligne ou une colonne.

Un développement par rapport & une ligne ou une colonne permet d'ailleurs parfois de trouver
une relation de récurrence entre un déterminant de taille n et des déterminants similaires de tailles
inférieures.

Sile déterminant d’un produit est le produit des déterminants, ce n'est pas valable pour une somme.
Cependant, la multilinéarité par rapport aux colonnes (ou aux lignes) alliée au caractére alterné
permet parfois de simplifier des déterminants. Attention aussi : det(AA)= A" det A.

On essaye, dans la mesure du possible, d'obtenir une forme factorisée du déterminant, car on a
besoin en général de savoir a quelles conditions il est nul (inversibilité).

1. Exercices vus en cours

@ Centre de 6,

1. Soit neN tel que n>2, et (i, j)eIN? tel que i # j. Montrer que sio €6, et (i j) commutent,
{i, j} est stable par o. La réciproque est-elle vraie 2

2. Montrer que, pour n € N tel que n > 3 le centre de &, partie de,G,, des permutations
commutant avec toutes les permutations de &,, est Z(&,,) = {id]N”}. Etudier le cas oU n=2.

@ Conjugaison de cycle Sioc e, et c uncycle, décrire gocoo™.

CCINP 63 - Calcul de déterminant

2. Groupe symétrique

1
4

6
1

[0\

. . . . 3 45 . .
@ Déterminer la signature de la permutation o :( 6 3 2 ) et déterminer une expres-

sion de o comme produit de franspositions.
@ Décomposer en produit de cycles disjoints la permutation de &, égale a
(1372)0(451)0(61537)0(13572).

Calculer de plusieurs maniéres sa signature.

@ Familles génératrices de &,

Soit n > 2. On dit gu'une famille d’éléments de &,, en est une famille génératrice si toute
permutation s'écrit comme composée d'éléments de la famille ou de leurs inverses.
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1. Montrer que les n—1 transpositions 7; = (1 i), ouU 2 < i < n, forment une famille génératrice
de G,,.

2. Montrer que les franspositions dites simples 7;=(i i+1) oU 1<i<n—1engendrent &,,.

Le groupe alterné 2,

Soit n>3. On note A, I'ensemble des permutations paires de &,,.
|
1. Montrer qu'il s’agit d'un sous-groupe de &,, de cardinal %

2. (On pourra utiliser les résultats de I'exercice précédent...)
(a) Montrer que les 3-cycles de &, engendrent 21,,.
(b) Montrer plus précisément que les (1 2 i) pour i €[3,n] engendrent 2,,.

B Théoréme de Cayley On se propose de démontrer le théoréme de Cayley qui affrme que
tout groupe fini d'ordre n € IN* est isomorphe & un sous-groupe de &,,.
Soit G un groupe d’ordre n > 0.

1. Soit a € G. Montrer que f, : i : G est une bijection de G.
2. Que peut-on dire de I'application ¢ :‘ g - ?(G) 2
— a
3. Démontrer le théoréme.
3. Déterminant
1 2. ... n—1 n
0 1--+---- 1 |x+1 Tooeoennnns 1 n—1
@ 2 XA 2 o
Calculer . : . . dEt((|l_]|)i,je|11,n]])'
—]e -1 0 n B xX+n ) 5
) I 1

11 1

m Calculer [a b c¢| oU a,b,c €K, en ufilisant le déterminant de Vandermonde ' de
3 3 3
a’> b° ¢

a,b,c,x, puis directement.
@ Soient % une base de E de dimension n et u € £(E). Démontrer que, pour foute famille

n
(x1,...,x,) d'éléments de E, Zdet%(xl,...,xk,l, U(XE), X1y er Xy ) = tr(u) detg(xy, ..., Xp).
k=1

Alexandre-Theophile Vandermonde (Paris, 1735 - 1796) est un mathématicien
francais. Il travaille sur les équations algébriques, préfigurant la théorie de Ga-
lois, sur la théorie des déterminants : le déterminant de Vandermonde est

1x .. x . .
e = ]_[ (x;—x;) et en analyse combinatoire, formule de Vandermonde :

1<i<j<n

SR = ().

o .”
1 Xy o X
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@ Déterminant de Hirwitz

X a_ .. a
. b x, -

Soita,beXK et xy,...,x, € K. On pose D,(a,b)=|:". "*°- o

: . ‘a

b ..b x,

1. Sia# b, on pose A(x) le déterminant obtenu en ajoutant x & chaque ccefficient de D, (a, b).
Vérifier A est une fonction affine de x et en déduire D,,(a, b).

X a .. a
2. On supposeque K = R. En déduire D,(a,a)=|%-. 2.~
a

a ..-ax,

3. Pour K quelconque, retrouver I'expression de D, (a,a) en utilisant la multilinéarité du déter-
minant par rapport & ses colonnes.

4. Application : Soit Aun ensemble fini de cardinal m > 2 et Uy, ..., U, des parties non vides deux
a deux distinctes de A. On suppose qu'il existe un entier a > 0 tel que si i # j, |U, N Uj| =a.
Montrer que n< m.

@ % Centrale Dansun froupeau de 2n+1 vaches (avec n € N), on peut foujours, en retirant

une vache former deux groupes de n vaches de méme masse totale.
Montrer que chaque vache d la méme masse.
Indication : On pourra introduire une matrice dont les ccefficients sont des 0, —1 ou 1.

m Calcul par dérivation

1. Soient a,b,c,d : R — R des fonctions dérivables et f: x — ‘Zéﬁ Zg% . Montrer que f est
L. . a'(x) b(x)| l|a(x) b'(x)
dérivable et que f': x— x) d(x) + clx) d'(x)
2. Généraliser & un déterminant n x n.
a 1 0
1 cosx sin x a2 a
3. Application : calculer, pour x,a,8 € R, |1 cos(x+a) sin(x+a)|, puis | - - -
1 cos(x+p) sin(x+p) : oo 1
a/n! ... a®/2!"-a

pour a € R.

@ Soient n,p eIN*, Ae #,(K), Be€ M,,,(K), Ce. My, (K), De. #,(K)et Me.#,,,(K)la matrice

A B
porblocsM—( c D )

1. On suppose dans cette question seulement que C = 0., ,(K)- Retrouver le résultat du cours
donnant le déterminant de M en remargquant que

(522 )
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2. On suppose désormais que A est inversible.

[ A 0 I, A'B .
2.a) Monfrer que M—( C D_cCA-'B )( 0 I ) puis que

A B|_ P
'c D'—detAxdet(D CA™'B).

2.b) On suppose de plus que n=p et que A et C commutent. Montrer que

A B
C D

‘ =det(AD —CB).

Donner un résultat analogue lorsque A et B commutent.

m Calculer le déterminant de u directement puis en utilisant

’ M — MT

n sirgA=n
Soit n>2, Ae #,(K) et A sa comatrice. Montrer que rgd=| 1 sirgA=n—1 En déduire
0 sirgA<n-—2

detA et A pour n>3.

Le but est de démontrer le résultat suivant : si deux matrices A et B de .#,(R) sont sem-

blables dans .#,(C), elles le sont aussi dans .4, (R).

Pour cela, on considére une matrice P € 9.2,(C) telle que B = P~'AP, condition que I'on
écrire PB = AP. On note alors P, la matrice dont les ccefficients sont les parties réelles de ceux
de P, P, la matrice dont les ceoefficients sont les parties réelles de ceux de P,

1. Démontrer que P,B=AP, et ,B=AP,.

2. Démontrer que I'application x — det(P, + xP,) n'est pas constamment nulle sur R et en dé-
duire le résultat.

m Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu'une matrice & coefficients dans Z

soit inversible et ait une inverse a coefficients dans Z.

m Matrices de permutations Soit o € &,,. On appelle matrice de permutation associée a
o la matrice Py =(80(y); ; € An(R).

. Quel est I'endomorphisme canoniquement associé a P, 2

. Déterminer, pour o,p €&, P, x P,.

. Montrer que ({P, | 0 €&,}, x) est un groupe isomorphe & (&, o).

. Montrer que Pj =P, =P; .

o A WODN =

. Quel est le résultat d'une multiplication & gauche ou & droite par une matrice de permu-
tation?2

6. Calculer le déterminant de P,.
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