MPI
Corrigé du Devoir Libre n°2

Probléme : Autour des produits infinis (CCP MP 2002)

=1: Gun)n>0 converge vers 1)

2. (a) Comme u, —1>0,une propriété surles limites nous dit qu’(il existe un rang n, & partir duquel u,, > O)

I. Généralités et exemples

Py
Pnfl

—

|~

1. Si l—[ u, converge, alors P, —» £ #0 donc u, =
n=0

n

ny—1 n ny—1
(b) Comme, pour n = ny, l_[ u,= l_[ u, l_[ u,, avec l_[ u, #0, 0n a bien
p=0

p=0 p=0 p=ny

l_[ u, et 1_[ u, sont de méme nature.

n=0 nzny

3. (q) l_[ u, converge si et seulementsi P, a une limite strictement positive si et seulement siln P, converge.

n=0

n
Orlnp,= Zln u,, donc l_[ u, converge si et seulement si Zln u, converge.
p=0 n=0 n=0

(b) Comme pour tout n=0, 1+u, >0, on peut utiliser la question précédente : l_[(l +u,) converge si
n=0
et seulement si Zln(l +u,) converge.

n=0

Or si Zln(l +u,) converge, alors In(1+ u,) — 0 donc u, — 0 (par continuité de I'exponentielle) et

n=0
donc In(1+ u,)~ u,. Par comparaison de séries & termes positifs, la série Z u, converge.
n=0
Si, réciprogquement, la série Z u, converge, alors u,, — 0 et toujours avec In(1+ u,) ~ u,, par com-
n=0

paraison de séries & termes positifs, la série Zln(l +u,) converge.

n=0

Finalement, | le produit infini l_[(l + u,) converge si et seulement si la série Z u, converge.

n=0 n=0

(c) Onreprend les mémes arguments avec cette fois 1—u,, > 0 et avec u, — 0, In(1 —u,,) ~—u, €qui-
valent dans lequel les termes sont négatifs, donc le critere de comparaison reste valable (quitte &

tout multiplier par—1).| Le produit infini l_[(l— u,) converge si et seulement si la série Z u, converge.

n=0 n=0

4. (a) Le théoreme spécial sur des séries alternés s’applique : (—) tend vers 0 en décroissant.

Jn

Donc | la série Z u, converge.

n=2
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-1)" -1 -1 R . R
=D >1+—214—>0, donc d'apres la question 3.q, l_[(1+ u,) @ méme

vn vn V2 1
nature que Zln(l +u,).

n=2

(b) Pourtoutn=2, 1+

: u ) 1 1 . 1 1\ 1
Mais comme un—>0,ln(1+un)=un——+o(u )=un——+o —|=u,—v,0Uv,=—+0|—|~—>0.
2 " 2n n 2n n 2n

Par comparaisons des séries & termes positifs, comme la série harmonique diverge (série de Rie-
mann, voir aussi la question é.a), > v, diverge et comme on sait déja que > u, converge, on en
déduit que Y In(1+ u,) diverge.

Finalement, | le produit infini l_[(l +u,) diverge.

n=1

Ainsi, Ce résultat de la question 3.b ne tient plus si (u,) n'est pas de signe cons’ron’r)

1 . , . 1 - 1 .
(a) Comme 0 < P < 1, la question 3.c s'applique, et H(I_M) a méme nature que ZR qui

2
n=1 n=1

est, au ccefficient multiplicatif 1 pres une série de Riemmann convergente (avec 2 > 1). Donc

1
l_[ (1 — —) converge.
4n2

n=1

2

(o) Méme argument en remarquant que la condition x €]—n, [ donne, pour x #0, 0 < 1— o5 <L
n47

car 0 < x2 < m? < n?w?. Pour x =0, la convergence du produit ne pose pas de probléme (produit
constant 1).

2
Pour’rou’rxe]—n,n[,l_[(l— al )converge.

2472
n=1 el

. X X < . X X ~ X X
(c) Six>o0, (1 + —)e*% >0, donc d’apresla question 3.a, l_[(l + —)e7 améme nature que Zln((l + —)ef?).
n n=1 n n=1 h

. 1 1 1 -
Or ln((l—i- f)ef'ﬁ) — +ln(1+ f) S O(—) = O(—). Comme — est un terme générall
n n n n n n2 n2 n2

positif de série de Riemann convergente, Zln((1+%)efﬁ) est absolument convergente donc
n=1

convergente.

Finalement, l_[(l + %)e‘% converge pour tout x €]0,+o00[.

n=1

(a) D'aprés la question 3.b, la série harmonique (dont le terme général est bien strictement positif)

~ e , 1 n+1 N .
a méme nature que le produit infini de ferme général 1+ - = On reconnait un produit

télescopique :

n
| I
1
p=1 P

Donc Go série harmonique diverge)
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7.

(b)

(c)

(c)

Il s’agit d'une série géométrique convergente car

—|<1, donc Z k =——. | (mais vu

la suite, c'est la forme non simplifi€e qui va nous étre utile.)

n
L'argument développé par Euler est le suivant : en considérant le « produit partiel» P, = 1_[ -
(=1 I

et en utilisant le fait que

1
Z— on « obtient» que P, et la somme de I'inverse de tous les

Pz k=0 Ft
nombres entiers admettant comme seuls diviseurs premiers éventuels p;, p,, ..., p,. En faisant tendre

n vers +oco, on obtient la somme de l'inverse de tous les entiers, et comme la série harmonique
diverge (6.a), le produit infinil_[ — diverge : P, - +00.

n>1 "+ p,

. 1 1 . )
Mais alors TR 0, donc l—[(l— —) diverge également.

n n>1 n

. \ . 1 .. 1 .
Enfin, d'apres la question 3.c, avec 0< — < 1, | la série Z — diverge.

n n>1

Cela suffit sans doute pour avoir tous les points le jour du concours.
Sil'on veut étre plus rigoureux que ne I'est Euler, en utilisant la méme idée, on peut remarquer que

- >Zp—donc(fou‘res‘rposmf) Pn>1_[(zl): Z (ﬁ%): Z ! >i1 —H,

m k=0 Ft (=1 \ ;=0 Py 0<ky,kp<n \ (=1 Py o<k, k,,<n| |pk‘ e}

carla décomposition primaire des g entre 1 et n ne fait intervenir que des nombres premlers entre

1
p1 et n < p, avec des exposants entre 0 et log, n < n, donc les P sont certains des fermes apparais-

sant dans la grosse somme.

Développement eulérien du sinus et formule de Wallis

tcost—sint t—t+o(r?)

(a) g estcontinue paropérationsur]o, x]etsit €]0,x], g(t)= = =o(l)carsint~t

tsint tsint

donc g(’f)ﬁ’ 0=g(0) donc (g est continue sur [O,x])

X

(b) Soit G un primitive de la fonction continue g. Alors f g(t)dt = G(x)—G(s)—>0 G(x)—G(0)= g(t)dt
£—0+
0

€

par continuité de la fonction G.

X .
. nx SHE SIné
Or si s>o,f g(t)dt = [Insin|—In|£]}* = In |2 c IT—G’I et x €]0, 7], donc, par
£

£

sin x

unicité de la limite et la question précédente, J gl
0

. . . , , t &S 2t
(d) Soit t €]0, x]. En appliquant I'hypothese de I'énoncé avec a= — e R\Z, g(t)zz ,et, avec
T £ t2—m2n?
+00
g(0)=0, la formule reste valable pour ¢ =0. Finalement, | pour fout ¢ €[0, x], g(t)= ZtZ1 A
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. 1 L
(e) Soit t €[0,x]. Alors R, (t)=2t Z prampry, avec pour tout ne€[[1,N], t2—n?>r? < x>—n?1? <0, pUis, si
n=N+1 hem
M

M
1 1 1
Y moaEE|T 2 w2 e
2 __p2qm2 22 — 2 292 — x2
n=N+1 r hem n=N+1 nem £ n=N+1 nem X

en faisant M — +oo0 et comme 0<2¢ <2x, | |Ry(2) <|Ry(x).

M=N,

(f) Soit NeIN. Comme x>0 et vu la question précédente,
f gzv(t)dt—f g(t)dr
0 0

Or RN(x)N—> 0 en tant que reste de série convergente, donc f gn(t)dt —— | g(r)dt.
0

—+00 N—+00 0

=f gn(1)—g(r)dr <J IRN(t)Idt<J |Ry(x)| dt = x |Ry(x)].
0 0 0

X X N N N 2
8. OFL gn(t)dt = Z prampryl Z [In|e?—n*r?|]; = ln(l_[(l— nfyﬂ))' La question 5 nous assurait

0 n=1 n=1
déja de la converg nce du produit infini, et on obtient en combinaison avec les questions 7.f, 7.c et

+00 2
. .y s . X sin x
la continuité de I'exponentielle que pour x €]0, [, | | (1— )z .
- n2m2 X

~
oo 2
Par parité et sans probléme pour x =0, on obtient| Pour tout x €]—mx, [, sinx = xl_[(l— nfnz)'
\

. 3 1 2
9. En particulier, pour x =, on obtient l_[(l - —) ==,
2 T

n=1

Exercice : E3A PSI 2012

1 1 | . \ e
1. In(n+1)—Inn = ln(1+;) ~ Comme E o diverge et que les suites sont a termes positifs, par som-
mation des relations de comparaison dans le cas de divergence, et par simplification télescopique
n

H, ~Z(ln(k +1)—Ink)=In(n+1).
k=1

Enfin, In(n +1)=In(n)+1In(1+1/n) ~In(n) permet de conclure que m

2. (a) Onpose cette fois v, = In(In(rn+1))—In(In(r)) (définies pour n > 2). On a des suites a termes strictement

positifs. De plus, par télescopage, Z U =In(In(n+1))—In(In(2)) — +00 ce quimontre que > v, diverge.
k=2

_ In(n)+In(1+1/n)\ In(1+1/n) Nln(1+1/n)N 1
U"_ln( In(n) )—ln(l—i— In(n) ) In(n) nln(n)

On peut donc encore utilise le théoreme de sommmation des relations de comparaison dans le

Enfin,

cas de divergence pour conclure que Z ﬁ(k) ~In(In(n + 1))—In(In(2)) ~ In(In(7 + 1)).
k=2
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(o)

(c)

Comme In(in(n + 1)) = In(In(n) + In(1 + 1/n)) = In(In(n)) + In(1+ LMY ~ In(Iin(n)) on conclut que

= 1
——— ~ In(In(n)).
; kln(k) +oo

En particulier, la suite des sommes partielles de la série > w,, est de limite infinie et Oo série diverge)

De facon alternative, on peut considérer la fonction f : x — ? f est décroissante et continue
sur [2,+o00[ et on peut donc utiliser une comparaison série-intégrale pour montrer que pour tout

n =2, pour tout ke[3,n—1],
J flx)dx < f(k ff(x

1 1 1
+ dx +
ninn L xlnx Zkln L xInx o 2In2

dx =In(Inn)—In(In2). Ainsi,

et en sommant
J. =
avec
, XInx
+ 1 ln(lnz) T, < In(In2) 1
nlnnin(ln n) ln(ln n) ln(ln n) ln(ln n) 2In2In(lnn)

L. 1 .
etdonc| T, ~In(lnn) | et Eo série Zm diverge.

3. Etude de deux exemples

(a)

(b)

Les trois premiers points de (P) sont vrais et le quatrieme aussi (on a une série géométrique de

1 H
ison 1 qui diverge). Ici, A, = n et b, = =
raison 1 qui diverge). Ici ne ln(n); k In(n)

La question 1 indique que

Les quatre points de la propriété (P) sont vrais (la suite est & valeurs dans 10,1] et la série associée,

. . 1
de Riemann, est divergente). On a A, = H, et donc b,, = mz k_Hk

Posons u,, = ; u et w (définies & partir du rang 2) sont strictement positives & partir du rang 3.

n

Ce sont des termes généraux de suites équivalentes (question 1), et de séries divergentes (ques-
tion 2.b). Le ’rhéoréme de sommo’rion des relations de comparaisons dans le cas de divergence

indique que
aueq Z K, Z KIn(k)’
Ajouter les ‘rermes d’ |nd|ces 1 et 2 ne change rien a I'équivalence car les sommes sont de limites

infinies (les constantes sont alors négligeables) et avec la question 2.a on a Z— ~ In(In(n)).

k Hy.
Enfin, In(H,) = In(In(72))+1n ( h;;")

n

le premier, de limite infinie). On a finalement
n—+00

)~ln (In(n)) (le second terme, de limite nulle, est négligeable devant

4. Onrevient au cas général
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(a) Ona A, =A,_; +a,. Par dilleurs A, — +o0o (suite croissante car (a,) est & termes positives, et non
convergente car > a, diverge) et (a,) est bornée donc a, =0(4,). Ainsi, A, = A,_, +0(4,) et donc

T A A A a . A a
(b) Onen déduit que —~ —>1e‘rdoncln( 2 )~ " 1=—""Enfin,A,_, ~A, donne ln( 2 )~ .
An—l n—1 An—l n—1 An—l TED An

(c) u, =In ( u ) est le terme général (n > 2) d'une suite strictement positive et d’une série téles-
n—1

copique divergente (Z u, = 1In(A,))—1In(A4;) — +o00). Par comparaison de séries & termes positifs,
k=2

(Z(ak/Ak) diverge)

(d) Plus précisément, comme les suites sont a termes positifs, on peut utiliser le théoreme de somma-
tion des relations de comparaisons dans le cas de divergence pour obtenir

S a < A
ZA_ICNZIH (A k )zlnAn—lnAl.

k=2 'k k= k-1

n
. e e T L. a .
Ces suites sont de limite infinie et ainsi I'équivalence s'écrit E A—k ~In(A,). Ajouter le terme pour
k=2 'k

k=1 ne change rien car les fermes tendent vers +oco. Ainsi| b, —— 1.

n—-+0o

5. On va essayer d'utiliser le résultat précédent pour construire (v,,). Pour cela, il nous faut une suite véri-
fiant (P) et on distingue donc deux cas.
» Si(u,) est bornée, on pose a; =1etV¥n>1, a, =u,. On aalors (a,) qui vérifie (P). > (a,/A,) diverge

n

. a . . . a
(question 4.c) et A—" =o(a,) (le quotient vaut 1/4,, et tend vers 0). La suite de terme général v, = m
n n

convient donc.

» Sinon, on pose w,, = min(u,,1). On a w, >0 et > w, diverge (car u, est régulierement plus grand
que 1 et il existe une suite extraite de w qui est constante égale & 1 ce qui donne la divergence
grossiére de la série). Le premier cas donne une suite v, = o(w,) & termes > 0 et de série divergente.
On a a fortiori v, = o(u,,) (puisque 0< w, < u,).
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