Groupe symétrique et déterminant (MP2I)

Il Groupe symétrique

Définition 1 : Permutation, groupe symétrique

Si E est un ensemble, on appelle permutation
de E foute bijection de E dans E. On note G(E)
leur ensemble.

Si E =[1,n] oU n € N*, on note &, appelé
groupe symétrique d’ordre n (ou de degré n)
cet ensemble.

SigeBp, oNNOte 0 =(,{1) o) o) - otw)-

Remarque
R1 - Aftention! &, n’est pas de cardinal n mais ...

Propriété 1 : Structure

(&5,0) est un groupe d’ordre (ie de cardinal)
n!, non abélien dés que n > 3.

Définition 2 : Support

Si o € &, son support est I'ensemble des élé-
ments de [1, n] qui ne sont pas invariants par o.

Propriété 2: Commutation de permutations a
supports disjoints

Deux permutations & supports disjoints com-
mutent.

Exercice 1:Centre de G,

1. Soit ne N tel que n>2, et (i, j) e N2 tel que i # ;.
Montrer que si 0 € 5, et (i j) commutent, {;, j}
est stable par . La réciproque est-elle vraie ?

2. Montrer que, pour n e N tel que n > 3 le centre
de &,, partie de &, des permutations com-
mutant avec toutes les permutations de &, est
Z(Gp) = {idyy, }. Etudier le cas ol n = 2.

Définition 3 : Transposition, cycle

m Une transposition 7 est une permutation qui
échange deux éléments i et j de [1,n], et
laisse les autres invariants ie dont le support
est {i, j}.

On la note 7 = (i j) ou parfois 7; ;.
T j()=j. 155()=ietsike{i,j}. 1k =k

m Soit peINtelque2< p<n.
On appelle p-cycle une permutation ¢ de
&, qui permute circulairement p éléments
i1,i3,...,in de [1,n] et laisse les autres inva-
riants ie dont le support est {iy,..., iy} et telle
que
clin)=ip; cli)=iz; -+ ; clip-1)=ip; clip) =11
p est la longueur du cycle ¢. On note
C=(i1 iz ip).

Exercice 2 : Conjugaison de cycle (souvent utile)

Si o€ G, et c un cycle, déctire gocoo™!.

Théoréme 1 : Unique décomposition en produit

de cycles a supports disjoints

Toute permutation se décompose en produit
(composée) de cycles a supports disjoints. La
décomposition est unique a l'ordre des facteurs
pres.

Corollaire 1: Décomposition en produit de

transpositions (non unique)

Toute permutation se décompose en produit
(composée) de transpositions.

Définition 4 : Inversions, signature

Soit o € &,,. On appelle inversion par ¢ tout
couple (i, j) telque i< j et o (i) > a(}).

On note I(o) le nomibre d’inversions par o.

On appelle signature de o le nombre
e(0) =D e{-1,13. o

On vérifie que e(o) =  [] M.
1<i<j<n ] 71

Une permutation o est dite paire lorsque I(o)
est pairet donc ¢(o) = 1. Elle est dite impaire dans

le cas contraire.

Remarque

R2 — La définition avec les inversions peut étre ou-
bliee tout de suite. Ce n’est pas ce qui importe
dans la signature : il vaut mieux savoir se rame-
ner & des cycles ou & des franspositions (voir
ci-apres).
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Théoréme 2 : Morphisme de signature

Soit n > 2. ’application

(Gn;o) - ({—1,1},X)=(U2,X)

o —  ¢(o0)

est un morphisme de groupe, ie si 0,0’ € &,
e(oo’) =¢e(o)e(o).

Propriété 3 : de la signature

() Sioe6, se decompose en produit de N
transpositions, e(o) = (-1)V.
En particulier, cefte décomposition
n‘est pas unique mais la parité du
nombre de termes est toujours celle de
la permutation.

(i) Si c est un p-cycle, e(c) =

(i) Sio ey, e(07t) =€(0).

g Voir exerciceduTD:4a 18

E Formes n-linéaires

Définition 5 : Application r-linéaire

Soit K corps commutatif, n e IN*, E,F des K-
espaces vectoriels.

Une application f: E" — F est dite n-linéaire
lorsque pour fout (%1,...,%,) € E", et tout i € [1, n],

g = P
il | B, N
X — f(xl;---;xi—l;xrxi+1»---;xn)
est linéaire. (Linéarité par rap-
port & la i variable)) c’est-a-dire

Y (X1,...,Xp) €E", Vie[l,n], VX JeE, VAekK,

f()_ely---)jeiflyje"rAj;!-%l'Jrln--)jen)
:f(551,...,55,‘_1,55,55”1,...,55”)
+Af(5€1)'--)55i—1)j}r}:i+lr~--y-%n)

On note %, (E,F) I'ensemble des formes n-

linéaires.
Lorsque F =K, on parle de forme n-linéaire.

Propriété 4 : Espace vectoriel de applications

n-linéaires

%,(E,F) est un IK-espace vectoriel,

g ]
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Définition 6 : Symétrie, antisymétrie et carac-

tere alterné

Soit f € Z,(E,K).
m [ est dite symétrique si et seulement si
Y (X1,...,Xp) €E", Vi#],

m [ est dite antisymétrique si et seulement si
Y (%1,...,Xp) €E", Yi#],

m f est dite alternée si et seulement si
Y (%1,..., %) €E", Vi#],

Propriété 5 : Caractérisations

Soit f € Ln(E,K).

() f est syméfrique si et seulement si
Yoe&,, V(X,...,X,)€E",

(i f est anfisymétrique si et seulement si
Yoe&,, V(X,...,X,)€E",

(i f est altenée si et seulement si
V()_fl,...,fn)EEn,

Propriété 6 : Equivalence entre alternée et anti-

symétrique

Soit f € £,(E,K) une forme linéaire. Alors f est
alternée si et seulement si f est antisymétrique.

Remarque

R3 — Le sens réciproque est vraie car K n’est pas de
caractéristique 2, c’est-a-dire si 2k # 0.
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Théoreme 3 : fondamental

Soit E un K-espace vectoriel de dimension
finie, n=dimE e IN*,

Si n = dimE, I'ensemble A, (E) des formes n-
linéaires alternées sur E est un K-espace vecto-
riel de dimension 1.

Remarque

R4 — Deux formes n-linéaires alternées sur E de di-

mension n (oui, c’est bien le méme n les deux
fois) sont donc toujours proportionnelles, c’est
ce qui importe.
Plus précisément, une base 2 de E étant don-
née, il existe une unique forme n-linéaire alter-
née envoyant 4 sur le scalaire 1. On va I'appe-
ler déterminant dans la base 2, noté detg, et
tfoute forme n-linéaire alternée sur E est propor-
fionnelle & detg.

5 Voir exerciceduTD: 11

Déterminant

n Définitions

On fixe E un K-espace vectoriel de dimension finie n,

%= (é1,...,8x) UNE base de E.

Définition 7 : Déterminant d’une famille de vec-
teurs dans une base

On appelle déterminant dans la base %
I'unique forme n-linéaire alternée sur E notée
detg telle que detgp(8) =1.

Sipour 1 < j < n, X¥j € E de coordonnées
(X1,js.--, %n,j) daNs 2B, alors

det»(X1,...,X,) =

On note

X1,1 oo X1n
detg (%1, ..., %) =

Xn1 -+ Xnn

Remarque

R5 — Par définition, le déterminant est n-linéaire al-
terné. En particulier, le déterminant d’une fa-
mille liée est nul.

VERSION DU 28 SEPTEMBRE 2023

Propriété 7 : du déterminant

Soit E un K-espace vectoriel de dimension
finie n, %8,%' des bases de E.

() Formule de changement de base :

(if) detg(%8') # 0 et detgy (B) =

(iiiy (%y,...,%n) €stlibre/une base de E si et seule-
ment si detg(%1,...,%,) #0K.

Propriété 8 : Interprétation géométrique

(h Si u,v € R?, & la base canonique de R?,
alors detg(ii, v) est I’aire orienfée du paral-
lelogramme construit sur o et v.

(i Si u,v,iweR?, % la base canonique de R3,
alors detg (@i, v, w) est le volume orienté du
parallélogramme construit sur i, v, .

On montre que si ue £L(E), alors detg (u(%4)) ne dépend

pas de 2. On en déduit la définition :

Définition 8 : Déterminant d’un endomorphisme

Soit ue Z(E). On appelle déterminant de u le
scalaire

detu = detgg(u(%A)) = det,,. 5, (U(E1),..., u(é,))

.....

ou % est une base quelconque de E.

Propriété 9:du déterminant d’'un endomor-

phisme

Soient u,ve Z(E).
() ¥ (Z1,...,%n) € E,
detg(u(xy),..., u(x,)) =
(i) det(idg) =1.
(i) det(uowv)=detuxdetuv.
(v) /\ VAiekK, ,det(lu) =
(V) ue9¥(E) <= detu#0.

(Vi) det: (¥£(E),o) — (IK*,x) est un morphisme
de groupes.

(viiy Siue94L(E), det(ut)=(detu)™t.

Remarque

R6— A\ det n'est  pas linéaire
det(u + v) # detu + detv en général.
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fg Voir exerciceduTD: 16

Définition 9 : du déterminant d’'une matrice car-

rée
Soit Ae #4,K), A= (al',j)i,je[[l,n]]' On définit le
déterminant de A par

arn ai,n
detA=| . . . |=

@ail oo g
Remarque

R7 — Dans chaque terme de la sornme, on choisit
exactement un terme par colonne et par ligne.

R8 — Un définition alternative équivalente consiste-
rait & faire agir la permutation sur le numéro de
colonne : c’est I'égalité avec le déterminant
de la fransposée de la propriété suivante :

detA= ) e@ayeq) - nom-
eSSy,

Propriété 10:du déterminant d’une matrice

carrée

N Si C,...,C, sont les vecteurs colonnes
de A et # la base canonique de K",
det A=detg(Cy,...,Cp).

(i Soit E un K-espace vectoriel de dimension
finie n, ue £ (E) représenté par A dans une
base de E, alors det A = det u.

(iif) detI, = 1.
(iv) Si A,Be.#,K), detAB = det AdetB.

v) /\ SiAe,(K) et LeK, det(AA) = A" det A.
(Vi) detAT =detA.
(Vi) 9L, (K) ={A€ 4,K) | detA#0}.

(viily det: (9<%, (K),x) — (K*, x) est un morphisme
de groupes.

(iX) Si A estinversible, det(A™!) = (detA)~".

(x) Des matrices semblables ont méme déter-
minant : le déterminant est un invariant de
similitude.

Remarque

R9 — A det(A + B) # detA +detB en général : det
n’est pas linéaire.
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H Calculs

Propriété 11 : Opérations sur un déterminant

() Si une ligne ou une colonne est nulle, ou
une combinaison linéaire des autres, le dé-
terminant est nul.

(i On ne change pas le déferminant avec les
opérations

Li‘_Li"‘Z/lkLk ou Cj‘_cj‘i'Z}Lka
k#i k#i

(fransvections successives.)

(i En multipliant par A une ligne ou une co-
lonne, on multiplie par A le déterminant.

(iv) Si on échange deux lighes ou deux co-
lonnes, on multiplie le déterminant par -1.
Plus généralement, si on permute les lignes
ou les colonnes avec une permutation
o €&, on multiplie le déterminant par &(o).

(V) Le déterminant d’une matrice friangulaire
est le produit de ses coefficients diagonaux.

Définition 10 : Mineurs, cofacteurs, comatrice

Soient Ae 4, (K), i,j€[1,n].

m On appelle mineur d’'indice (i, j) le déter-
minant A; ; obtenu en retirant L; et C; O A.

m On appelle cofacteur d’indice (i,j) le
nombre Ci,j = (—1)i+in,j.

m On appelle comatrice de A la matrice de
ses cofacteurs :

Propriété 12: Développement par rapport a
une ligne ou une colonne

Soit Ae ,(K).
() Développement parrapportdL; Vie[1,n],

(il Développementparrapportd C;Vje [1,n],

Exercice 3 : CCINP 63
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Propriété 13 : Déterminant de matrice triangu-
laire par blocs n Orientation d’un R-espace vectoriel

Soient Ae .,(K) et Be .4, (K), alors

Définition 11 : Avoir méme orientation qu’une

A (%) A (0) base
©0) B - (*) B = detA-detB. On dit qu’une base 2 d'un R-espace vec-
toriel a méme orientation qu’une autre base %’
Remarque lorsque
R10 — A méme lorsque toutes les matrices sont
carrées, 2 b # det Adet D — det Bdet C ou autre Remarque
det(AD - BC) en général! RI13 - A Cela n’a aucun sens dans C !

Propriété 14 : Déterminant de Vandermonde

Soient x1,...,x, €K,

C’estune relation d’équivalence avec exac-

Propriété 16 : Relation d’équivalence

1 x xF .. ! tement deux classes d’équivalences.
1 xp x5 ... xi!
V(x1,...,xn)= : e s ) )
: : : Définition 12 : Orientation d’'un R-espace vecto-
: . riel
1 x, x2 Xt : :
Orienter un R-espace vectoriel, c’est déci-
1 | | der qu’une base est directe. Alors toutes les
bases de méme orientation sont dites directes.
X1 X2 Xn q A q q
= = : : Toutes les autres, qui ont méme orientation,
: : : sont dites indirectes.
-1 -1 -1
55L x} X
= ﬂ Formules de Cramer (HP)
Propriété 17 : Formules de Cramer (HP)
Remarque
. . Soit (S) un systeme de Cramer, c’est-a-dire
R11— V(x1,...,xp) # 0 si ef seulement si les x; sont

deux & deux distincts. & n équations et n inconnues et de matrice

Ae¥%,IK). On sait que (S): Ax = b admet une

g Voir exercice duTD : 9, 10, 12 & 14 unique solution x = (31 - xn)T € My (K).
Soient Cy,...,C, les colonnes de A. Alors pour

fout i€ [1,n],
ﬂ Formule de la comatrice

Propriété 15 : Formule de la comatrice

Soit Ae 4,K). Alors

Remarque

Si, de plus, A est inversible, alors
P R14 — De nouveau, un intérét surtout théorique !

Remarque Exercice 4
R12 — Intérét théorique. Utile en pratique seulement 2 o y o+ 2 = i
sin=2o0u 3. ‘
Résoudre ax + by + ¢z = d
2 2 2 _ 2
# Vo exercice du D : 17,19 @wx + Dy o+ czo=d

lorsqu’il s’agit d’un systéme de Cramer.
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