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Il Définition

Définition 1 : Continuité

Soit f:I-K, acel.
f est dite continue en a si et seulement si f(x) — f(a). si et seulement si

Ye>0, 3n>0, Vxel, |x—al<n=|f(x)-f@)|<e.

Soit f: I — K. f est dite continue sur I lorsque f est continue en tout point de I.
On note €(I,R) ou €(I) ou €°(1,R) ou €°() I'’ensemble de telles fonctions.

Remarque

R1 - Ainsi, f n"est pas continue en a si et seulement si

3e>0, Vn>0, Ixel, |x—al<net|f(x)-f@)]>e.

R2 - f est contfinue en a si et seulement si f est définie en a et a une limite finie en a.
R3 — f est continue en a si et seulement si Re(f) et Im(f) le dont.

Propriété 1 : Caractérisations séquentielles

f est continue en a
= VY(a) eIV | a,— a, flay) — f(a).

= VY(ay eI | a,—a, (fla,) converge.
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Remarque

R4 - Une combinaison linéaire, un produit, un quotient, une composée de fonctions continues I'est encore.
€ (1,KK) est une sous-algébre de (K, +,x,-).
R5 - Efre continue en a est équivalent & étre continue & gauche et & droite de a.

E Cas des fonctions a valeurs réelles

Dans ce paragraphe, toutes les fonctions sont & valeurs réelles.
Théoréme 1 : des valeurs intermédiaires
Soit f:I—R continue. Si a,be I tels que a<b et me [f(a)7 f(b)], alors il existe c € [a, b] tel que m = f(c).

Autrement dit, [ f(a)7 f(b)] < f (la, b).

Remarque

R6 — [f(a)7 f(b)] signifie [f(a), f(b)] ou [f(b), f(a)] selon la position relative de f(a) et f(b).

FiIcure 1 - Le théoréme des valeurs intermédiaires

Remarque
R7 — Laréciproque est fausse : on peut vérifier la propriété des valeurs intermédiaires sans étre continu.

R — R

C’est le cas par exemple de la fonction f: cos% six#0 discontinue en 0.

S f(X)z{l Six=0

Corollaire 1 : Extension du théoréeme des valeurs intermédiaires

Sia,beR tels que a<b, f:la,bl— R continue sur la, bl et admet des limites lim f & droite de a et lim fa
at =

gauche de b, alors pour fout m e

limf‘,*l%)mf[, on a cela, bl tel que f(c) = m.
at -

Aufrement dit, llimf‘,*l%)mf[ < fa,bD.
at -
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Exercice 1

Montrer qu’un polynéme réel de degré impair a toujours au moins une racine réelle.
En effet, comme on a des limites oo Ou Foo en +oo, NOtre polyndme continu prend au moins une valeur positive
et une valeurs négative sur R.

Corollaire 2 : Image continue d’un intervalle

L'image d’un intervalle par une fonction continue est un infervalle.
Aufrement dit, si f est continue sur un infervalle 1, alors f(I) est un infervalle.

Remarque

R8— /\ Engénéral f(la,b]) #[f(@, fb)] et fa,b] # ]1gpf,1}]g1f[.

R9 — Le type de l'intervalle n’est pas conservé en général.

Théoréeme 2 : des bornes atteintes

Une fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes.
Ainsi, si a,b € R tels que a < b et si f est continue sur le segment [a,b], alors on A c,d € [a, b] tels que

=minf et f(d) = .
f© I{i;lblllf fa ?;%;](f

Corollaire 3 : Image continue d’'un segment

L'image d’un segment par une fonction continue est un segment.
Avec les notations précédentes, f étant continue sur [a, b],

f(la,b1) =

I[Ial,llf]lf,r[zl’éll))](f] =[f(o), f(@]

Propriété 2 : Stricte monotonie d’une fonction continue injective sur un intervalle

Si f est confinue et injective sur un infervalle 1, f est strictement monofone sur 1.

Théoréeme 3 : de la bijection
Soit f continue et strictement monotone sur un intervalle I & valeurs réelles. Alors
() f induit une bijection f de I sur J = f().
(i) f~! est strictement monotone de méme monotonie que f.
(iiy f~' est continue sur J.

Définition 2 : Homéomorphisme (HP)

f:I— Jest appelé homéomorphisme lorsque f est bijective et bicontinue, c’est-a-dire f continue sur
I et f~! est continue sur J.

Le « théoreme de la bijection » se reformule alors en
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Théoréeme 4 : Théoréeme de ’lhoméomorphisme

Toute fonction continue strictement monofone induit de I sur J = f(I) un homéomorphisme.

m UNIFORME CONTINUITE

La continuité dont on a parlé jusqu’a maintenant était une propriété locale : au voisinage d’un point a, si je me
reproche de a, alors mon image par f se rapproche de f(a), ce quis'écrit formellement :

VYael, YVe>0, An>0, Vxel, |x—a|<n:|f(x)—f(a)|<£

Définition 3 : Uniforme continuité
Soit f:1— K. On dit que f est uniformément continue sur I si

Ye>0, An>0, Vx,yel, |x—y|<n=|fx)-f()|<e

Cela impose que si x et y sont suffisamment proches, mais n‘importe ou dans I, alors f(x) et f(y) sont proches
également.

Ainsi, pour des fonctions & frop grandes variations, on pourra ne pas avoir uniforme continuité.

Propriété 3 : UC = Continue

Une fonction uniformément contfinue sur I est continue sur 1. Réciproque fausse.

Démonstration
Si
Ve>0, An>0, Yaxel, [x—al<n=|f(x)-f(a)|<e

alors
Yacl, Ve>0, In>0, Vxel, |x—a|<n:|f(x)—f(a)|<e. |

Propriété 4 : Caractérisation séquentielle

f est uniformément continue sur 1 si et seulement si V¥ (x)n Y)n € IN | x4 — yu — 0,
Fxn) = f(yn) 0.

n—+oo

Remarque

R10 - N'apparait pas dans le programme officiel, mais fres utile pour démontrer qu’une fonction n’est pas unifor-
mément confinue.

Démonstration

0ete>o.

(=) Si f uniformément continue et x;,, -y,
n—+oo

Onan>o0telque Vx,yel, |x-y|<n=|f0)-f)|<eorona NelNtelqueVn=N, x-y,<n, qinsi
Vn>=N, f(xp)-fyn) <eetdonc f(xu) - fyn) 0.

n—-+oo

() Par confraposée, si f n‘est pas uniformément continue, on a ¢ > 0 fel que
¥n>0, 3x,yel, |x-y|<net|fx)-f)|>e.

Soit ne N et = ﬁ On d xu,yn des réels tels que |a, - yn| < ﬁ et |f(xn) = flyn)| > &. Ainsi, x, —yp — 0 et
fxn)=fyn) #~0. [ |
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Propriété 5 : Stabilités

Une combinaison linéaire, une composee de fonctions uniformément continue I’'est encore.

/\  Faux pour un produit ou un quotient.

Exemple
E1- f:x— |x| est uniformément continue sur R.

E2- f:x— x% n'est pas uniformément continue sur R : probléme si x — +oo (pente trop forte). x, = n+ % yn =nalors
xn—yn:%—»0m0isx%—y%:2+#7¢>0.

E3— f:x— x est uniformément continue sur R (malgré la pente infinie en 0) : si x; - y, — 0, on peut supposer
Xp = yn, Qlors

(Vxn - ,/yn)2 =Xn=2VXnVn+¥n <Xn=2Yn+¥Yn=Xpn—yn — 0.
Donc |Vx, - V¥, <\/|xn - ya|. Donc vx, -/, — 0.
1 ) . . R .
E4— f:x— T n’est pas uniformément continue sur R} probleme si x — 0 (pente frop forte).

+=-F40.

Xn=%, yn=1 alors xp—yn = 3 — 0 mais & - ;- =4

Remarque
R11 - La fonction /- vérifie
Vxy Vi-yy<kx|x-y|'?
on dit gu’elle est 1/2-hélderienne. Toute fonction a-hdlderienne est facilement uniformément continue.

Théoreme 5 : de Heine

Tout fonction confinue sur un segment est uniformément continue sur ce segment.

Démonstration

Si f:la, b] — K confinue non uniformément continue, on ae>0 et (xu)n, yn)n € la, bIN telles que x, —¥n
et pour tout n, f(xp) — f(yn) > €. (VOIr preuve de la caractérisation séquentielle).
D’aprés le théoreme de Bolzano-Weierstrass, on peut extraire de la suite bornée x une suite convergente (xw(n))n'

puis de la suite bornée (y, ), une suite convergente (ypoy ), AlOrS (Xpoy ) ,, €St AUsSi convergente comme suite
extraite de (xp(m),, € Xpoy(n) — Ypoyn) — 0 doNc les deux limites sont égales & .
Alors, par continuité, f (xgoy(n) = f(&) €t f (Vpoy ) — f(£) donc

0

n—+oo

f (xpoym) = F (Vpoym) — 0

ce qui contredit f (xpoyn) = f (Vpow(m) > €.

Théoréeme 6 : Approximation uniforme des fonctions CPM sur un segment par des fonctions en escalier

Toute fonction continue par morceaux sur un segment est limite uniforme sur ce segment d’une suite
de fonctions en escalier.

Démonstration

Cas continu Soit ¢ > 0. Par théoréme de Heine, f est uniformément continue sur [a, b]. On a donc 5> 0 tel que

vx,yelabl, |x-y|<n=|fx)-f)]|<e.
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On choisit une subdivision o = (ay, ..., an) de [a,b] de pas h = (DX (aps1—ax) <n.
kxn—

flag) sl xeag, ags|
fb) six=b

Alors, si x € [a,b[, on a k tel que x € [ag, agi1] et |x— ag| < |agr1 —ar| < donc |f(x)— )| = |f(x) - flag)| < €. soit
x=bet|f(b)-pb)|=0<e.
On a donc bien | f-¢| . <e.

On définit alors ¢ : x— { une fonction en escalier.

Cas continu par morceaux Soif o = (ay, ..., an) de [a, b] adaptée a f.
Chaque f“ak s € prolonge par continuité en une fonction f;. continue sur [ag, ag,11: ON A @i € E(la, b)) telle

que | fi - ¢kl <e

pp(x)  sixe]ag, ag|

On pose alors ¢ : x— { une fonction en escalier.

flap) six=ay

Alors, si x € [a, ], soit on a k fel que x €lag, ag1[ et |px) - f(x)] = | () - fi(0)| < € soit on a k tel que x = a; et
|plag) - flap)| =0<e.

On a donc bien | f-¢| ., <&

AT . . N 1 . . . . .
Définition d’une suite Quitte & prendre ¢ = o ou neIN, on construit une suite (¢,) de fonctions en escalier sur [a, b

2 1 cy
vérifiant VrelN, ||f—¢ny < o+ donc telle que ¢, = f. ]

m FONCTIONS LIPSCHITZIENNES

Définition 4 : Fonction lipschitzienne

f: X cR— R est dite k-lipschitzienne sur X (ouU ke RY) si

Vx,yeX, |[f-fm|<k|lx-yl.

Propriété 6 : Lipschitzienne = UC

Toute fonction lipschitzienne (ou plus généralement hdlderienne) sur I y est uniformément continue.
La réciproque est fausse.

Remarque
R12 - f lipschitzienne x= f uniformément continue = f continue.

Plus précisément :

f lipschitzienne = f holdérienne = f uniformément continue »= f continue.

Démonstration

vx,yel, |fx)-fu)|<k|x-y|* («=1silipschitzienne).
bonc si xp = yn — 0. f(xn) = f(yn) — 0. ]

Exemple
E5 — /- est uniformément continue mais pas lipschitzienne car si
Vr- vy <klx-y]

avec k>0, on va avoir un probléme pres de zéro (pente trop forte). Pour y =0, on obtient Vxe R*, vx < kx et
Six#0, Vx> % donc x> # Contradiction.

VxyeRY,

E6— Parinégalité des accroissements finis, une fonction continue sur I et dérivable sur I (c’est le cas si elle est de
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classe €1) & dérivée bornée sera lipschitzienne donc uniformément continue. C’est le cas par exemple des
fonctions sin et cos.
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