Calcul matriciel (MP2l)

K désigne un sous-corps de C. Remarque
Sauf mention contraire, n, p, g, r, s désignent des entiers

R2— Si Ly,...,L, sont les lignes de A et Cy,...,Cq les
naturels non nuls.

colonnesde B :
| | Ci,j:LiXCj'
m Leslignesde AxBsont Ly xB,...,L, x B.

n CALCUL MATRICIEL m Les colonnes de AxBsont AxCy,..., Ax Cq.

R3 - On retiendra que la multiplication & gauche
agit sur les lignes, et la multiplication & droite

n Espdces de mcﬂrices sur les colonnes (comme les indices).
R4 — A Il faut que les tailles soient compatibles

Propriété 1 : Espace vectoriel de matrices PO FUHRIIEY GIES Wi ees

Méme si les matrices sont carrées, le produit
() (Mn,(K),+,) a une structure de K-espace n’est pas commutatif (saufsin=11).

0..0
vectoriel, d’élément nul 0.4, ,ax) = ( )
0..0

(i dim.#y,,(K) =

Propriété 3 : Bilinéarité, associativité, neutre

Remarque () Associativité : Soient A e My pK),
Be tyqK), Ce My, K). Ax(BxC) = (AxB)xC

(i Bilinéarité : Soient A € iy, ,(K), B € Mp,,0K).
A— Ax B et B— Ax B sont linéaires.

(iiy Neutre : Si A€ My p(K), AxI,=1I,xA=A.

R1 - dim.#,(K) = n? (et non n!)

Définition 1 : Base canonique

On appelle base canonique (Ey,1,Ei 2, ..., Ey,p)
ou

Propriété 4:E; ; x Ex,

0..0
Eij= (0 L 0) - Lorsque les tailles sont compatibles,

E;jjxEke=

mi mi,p
M = ( Do ) s'écrit de maniére unique

Myt ol Mg Remarque
> mi;Eij. R5— AN\ Les différentes Es . ne vivent pas dans les
L mémes espaces de matrices (ne sont pas de

A . . . L)z mémes tailles.)
Propriété 2 : Ccefficients des matrices élémen-

taires

Vike[Ln], Vj¢e[Lpl, (Eij)i,=

Théoreme 1 : Produit par blocs
Définition 2 : Produit matriciel

P aq
On definit Soit les matrices par blocs M = (AB)l" et
r s
An,p(K) x Mp,g(K)  — M, q(K) N = (£5)I) ot AB,C,D,E,EGH sont des ma-
(A,B) — C=AxB trices de format correspondant. Alors
, . P AE+BG AF+BH
avecVie[L,n], Vje[l,q], cij= ) airbx;- MxN= € Mpysm r+sK).
k=1 CE+DG CF+DH
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Propriété 8

() (9<£,(K),x) est un groupe.

(i Si AAB € 94,(0K), AxB € 4%,K) et
(AxB) '=B1xAlL

(i) Si Ac49L,(K), A e 4L, (K) ef (A7) = A,

(iv) Sont equivalentes :

m A estinversible

m A estinversible a gauche

m A estinversible & droite

m /es colonnes de A forment une famille
Remarque libre
m /es lignes de A forment une famille libre

(V) SiAeK\ {0k} et Ace 9%, (K), \Ae 9%, (K) et
A 1=21"1a"1

i) Ae9%,K) si et seulement si AT € 4%, (K)
et dans ce cas (AT) ' =(A71)T

E Transposition

Définition 3 : Transposée

Soit Ae ., ,(K). On appelle transposée de A
la matrice AT € .4, ,(K) telle que

Vi, pellplx[Lna], (A7), ;=)

R6— ‘A notation frangaise. AT notfation anglo-
saxonne, donc internationale.

Propriété 5 : de la transposition

Jﬂn,p(]K) - J%pn(]K)
A — AT

Soit T:

ﬁ Méthode 1 : Calcul pratique

(i) Linéarité : Si A,Be My ,(K) et LeK,

(A+B)T=AT+BT et (AAT=AAT

(i) T estinvolutif : si A,B e 4y, ,(K), (AT)T = A,
(iity Si A€ Mp,p(K),B€ Mpy(K), (Ax B)T =BT x AT.

Matrices carrées

n La K-algebre .« (K)

Propriété 6 : Algébre des matrices carrées

(A, (K),+, x) est un anneau, ni commutatif ni
infégre des que n > 2, d’élément unité I,,. Ainsi,
(M, (K),+, x,-) est une K-algébre de dimension

2
o

Propriété 7 : Formules du Binome et A™ — B™

Si A, B € 4, (K) fels que (Ax B=Bx A}, meN,

m
(A+B)’”=Z(m

AkBm—k
k=0 k

A™-B™ = (A-B) (A" + A" 2B +...+ AB™ 2+ B™1)

Définition 4 : Groupe linéaire

On appelle groupe linéaire le groupe
¢ % ,IK) des inversible de |'anneau (4, (K), +, x).

Pour démontrer I'inversibilité d’'une matrice et

calculer son inverse, on peut :

X1 »1
m Résoudre le systéme A( : ) = ( o | il admet

Xn Yn

une unique solution si et seulement si A est in-

X1 J1

versible et alors on obtient ( : ) =A7l

. ) JEn Yn

m Effectuer des opérations élémentaires (pivot

de Gauss) :
* Soit exclusivement sur les lignes,
* sOit exclusivement sur les colonnes,
se ramener & I, et effectuer les mémes opé-
rations simultanément en partant de 1,, qui va
devenir A~L si A est inversible.
m Reconnaifre une matrice de passage (cf plus
loin).
m Utiliser la formule de la comatrice sin=2 ou 3
(voir déterminant).

H Matrices carrées particuliéres

Définition 5 : Matrices triangulaires, diagonales,

scalaires

m On appelle matrice triangulaire supérieure
(respectivement inférieure) tout matrice
Me 4, (K) telle que Vi> j, m; ;=0 (respec-
fivement Vi< j, m;;=0.)

On note 7,7 (K) (respectivement 7,7 (K) )
I'ensemble de ces matrices.

Lorsque les ccoefficients diagonaux sont
également tous nuls, on parle de matrice
triangulaire stricte.
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m On appelle matrice diagonale tout
matrice carrée M e #4,(K) telle que
Vi#j, m;j=0.

a0
On note diag(ay, ..., a,) =( )
(0) an
On note 2,,(K) I'ensemble de ces matrices.

m On appelle matrice scalaire toute matrice
de la forme AL, ou A e K.

m On dit que S € 4,(K) est symétrique
lorsque ST=Sie Vi,je[l,n], s ;=sji ON
note .#,(K) = {Se #,(K) | ST = S}.

m On dit que A € #,(K) est antisymétrique
lorsque AT =-Alie Vi,je[l,n], aji=-aj,;.
On note «,,(K) = {Ae 4,(K) | AT = -A}.

Remarque

R7 — Ladiagonale d’une matrice antisymétrique est
nécessairement nulle.

Propriété 9 : Sous-algébres

2,K), 7,0 et I, (K sont des sous-
algebres de ., (K) de dimensions respectives

Remarque
=) —
0..0 (%)
0 (*))/

(0) 0

R8— Si0</<n,

(0) .
0

Idem avec les matrices triangulaires inférieures

strictes.

Propriété 10 : Sous-espaces supplémentaires

I K) et o, (1K) sont des sous-espaces vec-
foriels supplémentaires dans .#,(K), de dimen-
sions respectives

Remarque

R9 — Linverse d'une matrice (inversible)
(anti)symétrique I'est encore, mais c’est
faux pour le produit en général.

Trace d’une matrice carrée

VERSION DU 15 SEPTEMBRE 2023

Définition 6 : Trace

Soit Ae 4, (K). On appelle trace de A le sca-

laire trA=Y a;;.
i=1

Propriété 11 : de la trace

() Linéarité : Si AB e #,K) et 1 e K,
tr(A+B)=trA+trB ef tr(AA) = Atr A.

(i) Si A€ My p(K) €t Be My ,(K), tr(AB) = tr(BA).

/\ tr(ABC) = tr(CAB) = tr(BCA) # tr(BAC) en gé-
néral. (Permutations circulaires seulement).

Exemple

E1- A=(g0) B=(o0) €T C=(15)

m MATRICES ET APPLICATIONS LI-

NEAIRES

Il Matrice d’une application li-
néaire dans des bases

Définition 7 : Matrice d’une application linéaire

m Soit E un K-espace vectoriel de dimension
finie n#0 et B =(¢,...,é,) une base de E.

* Six=x18+...+x,8, € E, de coordonnées

(x1,...,x,) dans %, on appelle matrice

de x dans la base % |la matrice colonne

X1

X =Matg(x) = ( :

Xn

) € '/”n,l (]K)

* SI F = (%,...,%p) € EP une famille de p
vecteurs de E, % = (é,...,é,) une base
de E.

Pour fout j € [1,p], on note (xy,j,..., Xy, ;)

les coordonnées de X; dans la base 2
xl,j

(ie X; > Xj= xi,,» )

On appelle matrice de la famille &

dans la base % |la matrice rectangulaire

AZMatgg()_fl,...,fp)Z( X ‘ X, ‘ ‘ X, )
XL1 e XLp
=( P )E'/%n,p(]K)
Xn1 - Xn,p

On place dans les colonnes les coor-
données dans % des vecteurs de .
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m Si E, F des K-espaces vectoriels de dimen-
sionfinie, p=dimE et n=dimF, % = (é,...,&p)
une base de E et € = (ﬁ,...,fp) une base
de F et ue #(E,F).

On appelle matrice de I'application li-
néaire u dans les bases % au départ et €
a I'arrivée la matrice rectangulaire

A =Matg ¢ (u) = Matg (u(%)) = Matg (u(é1), ..., u(ép))

On place dans les colonnes les coordon-
nées dans ¥ des images par u des vec-
teurs de 2.

Lorsque u e Z(E) (E = F : endomorphisme)
et 8 =€, on note

A =Matg(u) =Matgg (u(AB)) € 4, (IK).

Propriété 12: Isomorphisme de représentation

matricielle

, o L(EF) —  dypK)
L'application
u — A=Matg ¢ (u)

est un isomorphisme (d’espaces vectoriels.)

Remarque

R10 - On retrouve que dim(Z(E,F)) =dimE x dim F.

Propriété 13 : Traduction matricielle de I'éva-

luation

Soient E,F des K-espaces vectoriels de di-
mension finie, p=dimE ef n=dimF, 8 une base
de E et € une base de F et ue £(E,F).

Pour fout X € E,

Mate (u(X)) = Matg ¢ (1) x Matg (X).

Autrement dit, y = u(x) se traduit matriciellement par
Y = AX avec des notations évidentes.

Propriété 14 : Traduction matricielle de la com-
posée

Soient E,F,G des IK-espaces vectoriels de di-
mension finie, p = dimE, n = dimF, g = dimG, 3
une base de E, ¢ une base de F, 9 une base
de G, ue £(E,F) ef ve L(F,QG).

Matg, (v o u) = Matg, g (v) x Matg « ().

et donc

HTTPS: //MPI .LECONTEDELISLE.RE :.-Jd ?':'-?I
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Propriété 15 : Isomorphisme de représentation

matricielle d’endomorphismes

Soient E un IK-espace vectoriel de di-
mension finie n, B une base de E. Alors

est un isomorphisme de
u — Matg(u)

K-algebres.

E Application linéaire canoni-
quement associée

Définition 8 : Application linéaire canonique-

ment associée

Soient A € #,,,(K). On appelle application
linéaire canoniquement associée a A I'unique
ue ZIKP,IK") dont la matrice dans les bases ca-
noniques est A.

Ainsi, écrire (y1,...,yn) = ulxi,...,xp) revient a écrire

(yl X1
J;n x.ﬂ . .

Les colonnes de A contiennent les images par u des
vecteurs de la base canonique de KP.

=A

Exemple

1 2 3
E2—- A= € M 3(K).
4 5 6

Application linéaire canoniquement associée :
]K3 N ]KZ

u:

(x,y,2) —

Définition 9 : Noyau, image, rang d’'une matrice

Soit Ae ,,,(K), ul’application linéaire cano-
niguement associée & A. On définit I'image, le
noyau et le rang de A par :

0
KerA = {Xedﬂpyl(]}{) | AX = ()} correspon-
0
dant & Keru = {Z e KP | u(x) = Okr}

ImA = {AX; Xe.,(K)} correspondant &

Imu={u® ; XeKr}.

rgA=rgu=dim(Im A)
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Propriété 16 : Lien avec les colonnes Propriété 19 : Changement de base d’un vec-
teur

Soit A€ My, p(K)
N Soient E un K-espace vectoriel de dimension
0 };nn’;‘n;;/gg(jl“”’c”) ou Cu..., Cp sont les co- finie, %8, %' deux bases de E, X € E.
' Si X = Matg (%) ef X' = Matg (%), alors
(in rgA=rg(Cy,...,Cp).
(i Formule du rang : rg A+ dim(Ker A) = p. X = Pg’ x X

Propriété 17 : CNS d’inversibilité

Sont équivalentes :
() Ae.y(K) estinversible Propriété 20 : Changement de base pour une

application linéaire

(i Son application linéaire canoniquement

associée u est un automorphisme Soient E,F des K-espaces vectoriels de di-
) 0 mension finie, %8,%' deux bases de E, €,¢' deux
(iif) KerA={(;)} bases de F, ue #(E, F).
, 0 Soient A=Matg (1) et A’ = Matgy (1), Alors
(V) 1gA=n '
li _ € B’
A = P(g, x A X P@
€', B €' —%€ 6,8 B—B'

Changement de base

c’est-a-dire, si P=P% et Q=P¥,

Définition 10 : Matrice de passage
A'=Q7'AP ie A=QAP!
Soit E un K-espace vectoriel de dimension fi-
nie, %,%' deux bases de E.
On appelle matrice de passage de % a %’
notée ng', la matrice Matg(28') dont les colonnes
sont les coordonnées dans % des vecteurs de Corollaire 1: Changement de base pour un en-
B domorphisme

. %/ _ N _ , .
Airerment ali-Pe"=Matgg (8= Mat g, (d 5): Soient E un IK-espace vectoriel de dimension

finie, 2,2’ deux bases de E, ue ZL(E).
Soient A=Matg(u) et A’ =Matg (u). Alors

Propriété 18 : Inversibilité
, o A = P%Z x A x P%
Toute matrice de passage est inversible et

=1l / I g G ’
B’ _ pB B B — B B B— B
(P% ) =p2,

c’est-a-dire, si P = Pg

Remarque A'=P'AP ie A=PA'P!
R11— La réciproque est vraie : foute matrice inver-
sible est une matrice de passage.
R12- On en déduit une nouvelle, méthode d'in- n . . .
version de matrice : A = ((1)%%) u e LR Matrices équivalentes
canoniguement associé, % = (é1,é,83),

B' = (@,8),8,) = u(B).

Définition 11 : Matrices équivalentes

g = &+é & = -¢&+28,-8 Une matrice A de .4, ,(K) est dite équiva-
lente & une autre matrice B de .4, ,(K) si on
g, = 28 +é&+8 ©-o{ & = 28 -28,+8, np
2 P 2 17252573 peut trouver U € 42,(K) et V € 42 ,(K) telles
& = 28 +ér+2¢3 & = -é+¢é que A= UBV.
o Cela signifie aussi que A et B représentent
Donc A est inversible et A7! = (_21 -2 31). une méme application linéaire.

Cela définit une relation d’équivalence.
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Propriété 21

A ef B sont équivalentes si et seulement si AT
ef BT le sont.

Théoréme 2 : Rang ét équivalence avec J,

Une matrice A € .y ,(K) est de rang r
si et seulement si elle est équivalente &

I (0)
Jr = .
@ G

Remarque

R13 — Par opérations élémentaires, on peut passer
de Ad J;.
Les opérations sur les lignes se traduisent par
la multiplication & gauche par des matrices in-
versibles, les opérations sur les colonnes se tra-
duisent par la multiplication & droite par des
maftrices inversibles. On obtient alors explicite-
ment U et V inversibles telles que UAV = J;.

Corollaire 2

(i Deux matrices de méme format sont équi-
valentes si et seulement si elles ont méme
rang.

(in Si A€ My, p(K), rg A=1g(AT).

(i Le rang d’une matrice est celui de la famille
de ses vecteurs lignes.

H Matrices semblables

Définition 12 : Matrices semblables

Soient A, B e 4, (K). A est dite semblable & B
lorsqu’on l'on a Pe 4%, (K) tel que

A=PBpP!

C’est une relation d’équivalence. Les classes
d’équivalences s'appellent les classes de simili-
fude.

Remarque
R14 — Des matrices semblables sont équivalentes,
mais la réciproque est fausse.

En particulier, des matrices semblables ont
méme rang.

e ]
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Propriété 22

A, B e 4, (K) sont semblables si et seulement
si elles représentent un méme endomorphisme.

fg Méthode 2

Pour montrer que deux matrices sont sem-
blables, on peut infroduire I'endomorphisme cano-
niguement associé a I'une et chercher une base
dans laguelle on obtient I'autre.

Propriété 23 : Calculs avec des matrices sem-

blables

Soient A,B € ,(K) et P e 9%,(K) telles que
A=PBP7L
() YkeN, Ak=pBkp-!

(i A inversible ssi B I'est, et si c’est le cas, la
formule précédente est valable dans Z.

Propriété 24 : La trace est un invariant de simili-

tude

Si A et B sont semblables alors tr A = trB. La
réciproque est fausse.

Définition 13 : trce d’'un endomorphisme

Soit E K-espace vectoriel de dimension finie,
ue Z(E). On appelle frace de u, notée tru, la
frace de n’'importe quelle matrice le représen-
tant.

Propriété 25 : de la trace

tr est une forme linéaire sur £L(E) et si
u,ve L), tr(uov) =tr(vou).

Propriété 26 : a retenir! Trace d’un projecteur

La frace d’un projecteur est égale & son
rang.

Exercice 1

Soient E un K-espace vectoriel de dimension fi-
nie et p1,..., pm des projecteurs de E dont la somme
vaut idg. On note Fy,..., Fy, les images de py,..., pm.

m
Montrer que E= @ F;.
k=1
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H Rang et matrices extraites

Définition 14 : Matrice extraite

Soit A€ 4, ,(K). On appelle matrice extraite
ou sous-matrice de A toute matrice dont les
coefficients sont les a;; pour (i,j) € I xJ avec
Ic[1,n] et Jc]L,p].

On notera Alj«; cette matrice, obtenue en
supprimant des lignes et des colonnes de A.

Propriété 27 : Caractérisation du rang

Le rang d’une matrice est I'ordre maximum
de ses matrices extraites (carrées) inversibles.

m OPERATIONS ELEMENTAIRES

Il existe 3 types d’opérations élémentaires :

Les permutations (ou plus exactement fransposi-
tions) L; — L;j ou C; — C;.

Les transvections I; — L; + ALy avec k # i ou
Ci—Cj+ACrQveC k#j.

Les dilations L; —AL; ou C; —AC; avec A #0.

Il Interprétation en termes de
produit matriciel

Les opérations élémentaires se tfraduisent par
des multiplications & gauche (pour les lignes) ou
a droite (pour les colonnes) par des matrices
(carrées) inversibles dont la tfaille est égale aux
nombre de lignes respectivement colonnes corres-
pondantes.

Permutations L; — L; (respectivement C; — C;) se
fraduit par la multiplication & gauche (respec-
fivement & droite) par la matrice de permuta-
tion (et plus précisément transposition) :

1
(0)

2 _ i i -l_p. .
Py =1In, Pij inversible et P ="Pij.

VERSION DU 15 SEPTEMBRE 2023

Transvections L; — L; + AL, (respectivement
Cj — Cj + ACy) se traduit par la multiplication
par une matrice de transvection T;.(1)
gauche (respectivement Ty, (1) & droite : bien
remarquer la logique des indices!) avec

1
(0)

Ti,j(A)Z =In+/lEi,j

A — e

T; (M T;, ]‘l(ﬂ) =T; j(A+u) donc T;, (1) inversible et
(Ti,;(0)" = Tij(-A).

Dilatation L; — AL; (respectivement C; — AC;) avec
A #0se fraduit par la multiplication par une ma-
trice de dilatation D;(1) & gauche (respective-
ment & droite) avec

1
'-1 (0)
D;(A) = A — i*
0) ..
1
D;(M)D;(w) = D;Aw) donc D;\)
(D;A)~'=D; (A7),

inversible et

E Propriétés des opérations élé-
mentaires

Propriété 28 : des opérations élémentaires

() Une opération élémentaire sur ses lignes ne
change pas le noyau d’une matrice.

(i Une opération élémentaire sur ses colonnes
ne change pas I'image d’une matrice.

(i) Une opération élémentaire ne change pas
le rang d’une matrice.

Matrices échelonnées

Définition 15 : Matrice échelonnée

Une matrice M e ., ,(K) est dite echelon-
née en lignes (respectivement en colonnes) si
chaque ligne (respectivement colonne) débute
par un nombre strictement croissant de 0 jus-
qu’d ce qu’elles soient éventuellement nulles.
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Remarque
R15 — Sielle est carrée, elle est nécessairement frian-
gulaire supérieure (respectivement inférieure).

R16— Si une ligne (respectivement colonne) est
nulle, les suivantes le sont aussi.

Exemple

[2]-10 1 51
o [3]1 4 -3-3
0o 0 o[-4]1 o
o 00 0 of6]

0

) 0 00 0 0 L
lignes. 2,3,-4,6 sont appelés pivots.

[-1] o oo

E3— A = est échelonnée en

2 0 00 P a
E4— B=| | 00 est échelonnée en colonnes.
4 4 00

1 -5 0
—1,-1 sont les pivots.
1 2 3 4

0 0 5

E5—- C = n‘est pas échelonnée en

0 0 7 8

0o 0 0 9
lignes (méme si elle est friangulaire).

Propriété 29

Toute matrice peut éfre fransformée en une
matrice échelonnée en lignes (respectivement
colonnes) par des opérations élémentaires sur
les lignes (respectivement colonnes.)

On applique I'algorithme du pivot de Gauss aux lignes
(respectivement colonnes) de la matrice.

ﬂ Application au calcul du rang

On ne change pas le rang par opérations élémen-
taires. Quelle est le rang d’une matrice échelonnée ?

Propriété 30 : Rang d’'une matrice échelonnée

Le rang d’une matrice échelonnée en lignes
(respectivement colonnes) est le nombre de
lignes (respectivement colonnes) non nulles.
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H Application a l'inversion de
matrice

Propriété 31

Par des opérations élémentaires sur des
lignes (respectivement des colonnes), on peut
transformer une matrice inversible de #,,(K) en
1.

On en déduit la méthode d’inversion de matrice par
opérations exclusivement sur les lignes ou les colonnes
de A.

o Surleslignes: PiPy_;---P1A=1I,= A" = PLPy_y - P11y.
o Surles colonnes : AQ Qo+ Qp =In= A" =1,01Q2--- Q.

H Systémes linéaires

ﬂ Traductions d’un systéme linéaire
On considére un systeme linéaire de n équations a p
inconnues dans K :
aj1xy1+ajexy+---+aypxp = by
(S)
an,1 X1+ ap2X2 + -+ an,pXp = by

On rappelle que la matrice du systeme linéaire est dé-

finie par
ai ... dip

A=

) € Mn,p(K)

an,1 - An,p

et la matrice augmentée est

arl aLp bl
M:
an) ... anp | bn
Interprétations :
X1 R by -~
m Matricielle : si 35:( : ) et b:( : ) (S) <= AxX=b
Xp by

m Equation linéaire : si u est I'application linéaire ca-
noniguement associée 4 A,

() = u@ =bheiecu! ({E})

m Formes linéaires : Soit pour i € [1,n] ¢; la forme li-
néaire de KP correspondant & la i® (canonique-
ment associée & la ¢ ligne de A) :

KF — K
TH
X —  ajiX1t+--+ajpXp

alors| (S) == VYie[l,n], ;@ =bj =% (| ¢; (b}
ie1,n]
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On fire successivement x; , puis x; _, jusqu'd x; en
n fonction des autres inconnues. On retrouve la dimension
Espace des solutions n-r.

Définition 16 : Rang d’un systéme

On appelle rang du systeme (S) le nombre
r=1gS=r1gA=rgu <min(n,p).

Propriété 32 : Structure de I'espace des solu-

tions du systéeme homogéne

L'ensemble %y des solutions du systéme ho-
mogene (H) associé & (S) est un sous-espace
vectoriel de KKP de dimension dim %y = p —1g$.

Propriété 33 : Structure de I'espace des solu-

tions du systéme complet

L’'ensemble des solution #s est soit vide, soit
de la forme % = Xy + % ol Xy € K? est une so-
lution particuliere. C’est donc un sous-espace
affine de K? de direction #y.

Lorsque %5 = @, le systeme est dit incompa-
tible. Sinon il est compatible.

Propriété 34

() Le systeme est dit de Cramer lorsque
n=p=rgS) ie Ainversible.
Alors pour fout be K", il y a une unique solu-
tion.

(i SirgS = n, le systeme a au moins une solu-
fion.

(ziiy SirgS = p. le systeme a au plus une solution.

L'algorithme du pivot de Gauss appliqué aux systemes
a été présenté dans un chapitre de début de d’année :
appliqué aux lignes de la matrice augmentée pour la
rendre échelonnée en lignes (& permutation éventuelle
desinconnues pres), il permet d’obtenir un systéme équi-

valent
P, + = b
p2xi,+ = b
(S) =« prxir+ e = b/r
0 = b,r+1
0 = b,

ou r =rg(8). i1 <...<ir. p1,...,pr NON NUIs, les n—r der-
niéres équations sont les équations de compadtibilité, elle
permettent de savoir si F = @.
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