Théoreme de Césaro - lemme de 'escalier

22 1
1. Soite > 0.Puisque u, — £, il existe N, € N* tel 4.1) u, = <2n> Unt1 _ 20@n+1) — 4, donc
noo n u, n+1 noo
ue :
d n<2n)
c — 4,
Vne N, <n>N1=>|un—€|<§>. n ) we
. n" U, 1\" 1
Soit n e Ntelquen > Ny +1.0na 2) Uy = —, =(14+—-) =exp(nln|1+ —
n! u, n n
1 & 1 & 1 1
o =€l == > = O] < = g — ¢ =exp(n(=+o(=)))=expl+o(l)) —>e,
n n n n noo
donc " —e
1 Ny 1 n n—' . .
= -t Y w— ol nl e
= N+ nn+1)...(n+n)
3)“)12 s
1 Ny n"
D’autrepart,comme;;mk—ﬂ ? 0,ilexiste N, € N 1 _ 22n+1) (1 . l)fn i
tel que u, n n no e
1 € donc l(7n(n—|—1) n+n) —> ‘—‘
Vn € N, <n2N2=>—Z|uk—€|<§>. n no €
= 13- Qn—1
4 u, = #
En notant N = Max(N,,N>), on a alors n
e e un+l_2n+1 1+l —n—)%
Vn e N¥, (nZN:>|v,,—Z|§E+§=€>, u, n+1 n no e
d ! J1-3 2 1) — 2
etdonc v, — €. one —vik: e @n=1) .
noo
(3n)!
2. Notons, pourn € N, o, = u,y — u,, ; donc o, —— £. Su, = ——,
noo n(n!)
D'aprés 1.: ar ... "l‘an—l l. Upy _ 3(3n+ 1)(3n+2) 1_'_1 o 2_7
) "= e u, (n+1)2 n noo €2’
Mais, pour tout n de N — {0, 1} : 1[G 27
a1+...+oz,,_|=u,,—u1= Un Uy ’ do ; l — e_z'
n—1 n—1 n—1 n-—1

P .
Comme —— 0, on déduit —— ¢, puis
n — noo n— noo
U, u, n—1 ¢
n n—1 n neo
Upy
3.0na: Inuyyy —Inu, =In— —— In¢,
Uy noo

N . Inu,
d'ou, d'apres 2. : —— In¢,
n

noo

In
et donc : Wn:exp( M") — L.
n noo



