MPI Lycée Leconte de Lisle — La Réunion

Suites (révisions)

Solution de 7 : Moyennes et suites de Schwob

1. Ne pose pas de réelle difficulté.
2. On a envie de montrer que les suites sont adjacentes, mais on se casse vite les dents sur le

@ Si A et B sont deux parties non vides majorées de R, étudier les bornes supérieures de AUB,

A+ B et AA pour A€R.

- . . S a\n
@ Etudier la convergence de la suite de terme général u, = (1 + 7) avec a€R.
n

Lorsqu'il y a une limite finie ¢, donner un équivalent de u, —£.

Montrer qu'une suite d’entiers convergente est stationnaire.
@ Soit u une suite telle que (uy,). (t2,41) €F (u3,) CONvergent. Prouver que u converge.

@ Théoréme de Cesdro - lemme de I'escalier

PP . . * U +-+u
1. Prouver le théoréme de Cesdro :si u e CN telle que u, — ¢ €C, alors v, = At

n
et le résultat est toujours valable si u e RN et ¢ =+o00. La réciproque est-elle vrai 2
. . . . u
2. En déduire le lemme de I'escalier : si u,, —u, — £ alors — —¢.
n

. u
3. Montrerquesiue ]Rf;]N telle que L’:—“ — ¢, alors yu, —¢.

n

1
n

4. Déterminer  les  limites des suites de terme  général  (3)";

’ ’

Vnn+1)(n+2)--(n+n) Y1x3x--x2n—1) 1 Q(Sn)!
n n n2 ’

@ Irrationalité de e

n
1 1 . .
On pose u, :ZE etv,= un+ﬁ. Montrer que les deux suites convergent vers une méme

limite : on admettra qu’elle vaut e. En déduire que e est irrationnel.
On pourra remarquer que si e = 5, Uy <e<ug..

Moyennes et suites de Schwob

1. Les moyennes harmonique, géométrique et arithmétique de deux réels strictement positifs
a, b sont respectivement ﬁ vab, 4P Montrer que ces nombres sont ainsi rangés dans
a’h

I"ordre croissant.
2. Soient a et b des nombres réels strictement positifs. On définit les suites u et v par uy = a,

U, +v,
> et v,. = VU, 0y

Montrer que ces deux suites convergent vers une méme limite appelée moyenne arithmético-
géométrique de a et b. On ne peut pas I'exprimer simplement avec les fonctions usuelles.

vw=betsineN, u,,, =

3. Soient a et b des nombres réels strictement positifs. On définit les suites u et v par uy = a,
U, +uv,

. 2
U():beTSIHE]N, Upy1 = eTVnJrl:(i L)

Uun " vp

Montrer que ces deux suites convergent vers une méme limite que I'on déterminera.
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fait que la différence tend vers 0. L'idée est de reprendre le principe de la convergence
dans ce cas, sans montrer directement qu’elles sont adjacentes.

On arrive facilement d montrer que pour tout n>1 v, < u,, puis que (u,),>, décroit et (v,,),1
croit.

Mais on a aussi que (un),s, est minorée par v, et (v,),>, st majorée par u;.

Uy + Uy

Les deux suites sont donc convergente, et en passant a la limite dans u,,,, = >

obtient que les deux limites sont égales.

, on

. Comme dans la question précédente, on montre que pour tout n > 1 v, < u,, puis que

(un),s, décroit et (v,),> croit, et qu'elles convergent vers une méme limite avec exacte-
ment les mémes arguments.

Puis on remarque astucieusement que pour tout n €N, u, 1 v,41 = u, v, €t on en déduit que
la limite commune vaut /v, =vab.

g Soit u une suite de réels strictement positifs.

1. On suppose yu, —¢.

(a) Montrer que si £ <1 alors u, —0.
(b) Montrer que si £ >1 alors u,, — +oo.
(c) Montrer que si £ =1, on ne peut pas conclure.

~ . . u
2. Mémes questions si ;’—“ — .

n

Solution de 8 :
Intercaler un g entre ¢ et 1 pour comparer & une suite géométrique.

@ CCINP 43 (suite récurrente ; équation fonctionnelle)

Solution de 9 : CCINP 43 (suite récurrente ; équation fonctionnelle)
On pose f(x)=Arctan x.

1. (a) Premier cas : Si u; < uy

Puisque la fonction f : x — Arctanx est strictfement croissante sur R alors Arctan(u, ) < Arctan( )
c'est-a-dire u, < u;.

Par récurrence, on prouve que Yn €N, u,,; < u,. Donc la suite (u,) est strictement
décroissante.

Deuxiéme cas : Si u; > u

Par un raisonnement similaire, on prouve que la suite (u,,) est strictement croissante.
Troisiéme cas : Si u; = u,

La suite (u,) est constante.

Pour connaitre les variations de la suite (u,,), il faut donc déterminer le signe de u; — uy,
c'est-a-dire le signe de Arctan(ug)— uyg.

On pose alors g(x):Arcganx—x et on étudie le signe de la fonction g.

v _ X % o/
OnoneR,g(x)—1+x2 et donc V x eR*, g'(x)<0.

Donc g est strictement décroissante sur R et comme g(0)=0 alors :
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¥x €10, +00l, glx) <0 et Vx €}-00,0 g(x)>0. On en déduit que YneN,n>N = 51
On a donc frois cas suivant le signe de x; : u Up 2
- Si xo> 0, la suite(u,,) est strictement décroissante. Etdonc,VneN,n>N = UJ >0.

- Si xp =0, la suite (u,,) est constante.

n
. . . . Ce quiimplique » et v, sont de mé igne ¢ fird N.
- Si xp <0, la suite(u,,) est strictement croissante. quiimplique que u Vn SON meme signe a partir du rang

(b) Lafonction g étant strictement décroissante et continue sur R, elle induit une bijection . 1. 1 1 1 1 1 1 1 1
de R sur g(R)=R. 2. Au voisinage de +oo, sh(;): ;+%+0 (E) et tan; = +%+0 (ﬁ) Donc u, o
0 admet donc un unique antécédent par g et, comme g(0)=0, alors 0 est le seul point On en déduit, d'apres 1., qu'a partir d'un certain rang, u,, est négatif.

fixe de f.

Donc si la suite (u,) converge, elle converge vers 0, le seul point fixe de f.

Premier cas : Si uy>0

L'intervalle 10, +oo[ étant stable par f, on a parrécurrence, Yrn €N, u, > 0. Donc la suite
(u,) est décroissante et minorée par 0, donc elle converge et ce vers 0, unique point
fixe de f.

Deuxiéme cas : Si uy, <0

Par un raisonnement similaire, on prouve que (u,,) est croissante et majorée par0, donc
elle converge vers 0.

Troisi@me cas : Si uy=0

La suite (u,) est constante.

Conclusion : YV uy €R, (u,) converge vers 0.

2. Soit h une fonction continue sur R telle que, Vx €R, h(x)= h(Arctan x).
Soit x eR.
Considérons la suite (u,) définie par uy=x et Yn €N, u,,, =Arctan(u,,).
On a alors h(x)= h(ug) = h(Arctan(ug)) = h(u;) = h(Arctan(u;)) = h(u,) =....
Par récurrence, on prouve que, Yn eN, h(x)= h(uy,).
De plus nEIPoo h(u,)=h(0) par convergence de la suite (u,) vers 0 et par continuité de h.
On obtient ainsi : k(x)= h(0) et donc h est une fonction constante.
Réciproguement, toutes les fonctions constantes conviennent.
Conclusion : Seules les fonctions constantes répondent au probléme.

Analyse asymptotique (révisions)

m CCINP 1 (équivalents et signe)

Solution de 10 : CCINP 1 (équivalents et signe)

1. Par hypothése, AN, eN/V neN,n> Ny=> v, #0.
Ainsi la suite U—” est définie a partir du rang N.
n
u
De plus, comme u,, ~ v,,ona lim —2*=1.
+o0 n—+00 y,
U
vﬂ

Alors, Ve>0,ANeN/N>2N,etVneN,n>N =

<e. (1)

1 . . ‘e
Prenons e = 5 Fixons un entier N vérifiant (1).

L. u 1
Ainsi, YneN,n>N=|-2-1 <5.

n
N 1 u 1
C'est-a-dire, Y neN,n>N=——-< 2 —-1<-.
2 v, 2
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@ Classer par ordre de prédominance (avec la relation <) les suites de termes généraux

n
(Inn)®, ln(ns), 3 2" e"2 (In(lnn))", nln(nn), nlnn.

@ Classer par ordre de prédominance (avec la relation <) les suites de termes généraux

1 Inn 2"
1+3n’

nt’  ns
. . 1
@ Donner un équivalent simple de cos (nnzln(l + 5))

Solution de 13:

. T
Réponse : (—1) I

—In(In n) In(In n) Inn tan(1/n)
" Inn+n’ 2n+n2 1+cos3(1/n)

)

(cos(1/n)y™1/m _1,

. . T s
On pose pour n €N, u, I'unique solution de tanx = x sur |—— +nnw, — + nmn|.
2 2

. Montrer que u,, est bien défini.
. Etudier la monotonie et la limite de (u,,).
. Trouver un équivalent de u,,.

. Donner un développement asymptotique a deux termes de u,, en exprimant v, = u, —nn
a I'aide d'une arctangente.

5. Donner un développement asymptotique a 4 termes de u,, en réutilisant v,,.

A OO DN —

. . . . T Vi .2 s
Déterminer un équivalent en 1 de (tan2x +tan(x+ Z))sm (x_Z)'

Solution de 15 :

Xcas : series((tan(2*x)+tan(x+pi/4))*sin(x-pi/4)~2, x=pi/4, 1).

. x—m/4
Réponse : —3 5 /

+(x—m/4-order_size(x —m/4)

m Déterminer un équivalent en 1 de Arccos.

Solution de 16 :

Utiliser sin.

Réponse : v2v/1—x.

Déterminer les développements limités

+x )
1. DLy(0) de —— 5. DL,(0) de In (x ) 10. DL;(1) de vx
x 6. DL,(0) de (cos x)!+sin* sin x e
2. DLy(0) de L 11. DL Ode( )
! tanx 7. DL,(0) de v1+tanx 2(0) x
3. DL,(0) de (1+x+x2)% 8. DLy(0) d 999 i
© Sinx 12. DL 1
4. DL,(0)de In(1+x++/I+x) 9. DLg(0) de chxsinx 1000(0) de n(z kl)
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Solution de 17 :
Réponses avec xcas (qui existe aussi en appli mobile).
Par exemple, pour le premier series(x / (exp(x) - 1), x = 0, 4) donne
x x* x*

_ - o 4
1-3+ 5 7z tox"):

Pour le dernier, pas de xcas!!
999

x xlOOO
Voir par exemple que Z i er—
=0

1000!

+0(x19°) pour continuer...

xlOOO

Réponse : 1000),
P x+1000'+o(x )

m Déterminer un équivalent simple en 0 de

1. Vsinx—+vshx sinx+shx—2x 3

. sinx + atanx + bsin®x oU
x(cosx +chx—2) a,b réels

Solution de 18 :
Avec Xcas....

1. series(sqrt(sin(x)) - sqrt(sinh(x)), x=0, 3) donne:

Vx-x?

5 +vx-x3 - order_size(x).

2. Demandez 4 xcas.
3. L&, il faut discuter suivant les valeurs de a et de b... Attention aux équivalents a 0 !ll

R — R

—  xeV

m Montrer que I'application f :

sur R et en donner un DL;(0).

> admet une application réciproque définie

Solution de 19 :
Méthode :

« Utiliser le théoréme de Taylor-Young pour justifier que le DL existe (théoréme de la bijection
+ non annulation de la dérivée de f assure que f~! existe et ala méme classe que f...)

= Puis utiliser un argument de parité pour réduire le nombre de coefficients inconnus dans le
DL.

= Enfin, (f‘l)/(o) est facile & obtenir, ce qui donne un ceefficient gratuitement.

= Puis utiliser le fait que f(f*l(x))= x ou bien que f7(f(x))=x et une composition de DL puis
I'unicité de celui-ci pour trouver les deux derniers ccefficients.

@ Déterminer le DLg en +oco de ln(xtan(l)),
X

Solution de 20 :
D'aprés Xxcas : series(ln(x*tan(1/x)), x=+infinity, 6)

ﬂ+7ﬁ+(é)6-order_size(%)

3 90
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@ Etudier les limites

(1+sinx)¥ —el~%

COS X — 4/COS X 3. x=x en 1
(1+tan x)~ —ecosvx
Inx T
nl 4. (1—2x)tanx en 5

T €
x2+x—2

Solution de 21 :
J'ai aussi demandé A xcas avec limit

W -
o

Gl

2.
4
3. ¢!

¢
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