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Problème 1.

Etude d'une inégalité

1. Par équivalen
es, en 
onsidérant x = Re(a) et y = Im(a) :

|a| = Re(a) ⇔
√

x2 + y2 = x ⇔
{
x2 + y2 = x2

x > 0
⇔

{
y = 0
x > 0

,

d'où :

|a| = Re(a) ⇔ a ∈ R+.

2. On a : ∀z, ω ∈ C,

(
|z|+ |ω|

)2 − |z + ω|2 = |z|2 + 2|z| |ω|+ |ω|2 − (z + ω)
(
z + ω

)

= zz + 2|z| |ω|+ ωω − zz − zω − zω − ωω

= 2|z| |ω| −
(
zω + zω

)

= 2|z| |ω| − 2Re
(
zω
)

d'où :

∀z, ω ∈ C,
(
|z|+ |ω|

)2 − |z + ω|2 = 2
(

|z| |ω| − Re
(
zω
))

.

3. On sait que : ∀a ∈ C, |a| > Re(a). Don
 : ∀z, ω ∈ C, |zω| > Re
(
zω
)
. On en déduit don
 que :

(
|z|+ |ω|

)2 − |z + ω|2 = 2
(

|z| |ω| − Re
(
zω
))

> 0,

don
 :

(
|z|+ |ω|

)2 − |z + ω|2 > 2
(

|z| |ω| − Re
(
zω
))

,

et puisque 
e sont des nombres réels positifs, on en déduit :

∀z, ω ∈ C, |z|+ |ω| > |z + ω|.

De plus, d'après 2., il y a égalité si, et seulement si : |z| |ω| = Re
(
zω
)
, 
'est-à-dire, d'après 1., si,

et seulement si : zω ∈ R+. Or, si ω = 0 alors 
'est évident, et si ω 6= 0 on obtient :

zω = λ ∈ R+ ⇔ zωω = λω ⇔ z =
λ

|ω|2 ω, ave
 :

λ

|ω|2 ∈ R+.

Finalement, il y a égalité si, et seulement siz et ω sont positivement proportionnels, ou, en termes

géométriques :

|z + ω| = |z|+ |ω| ⇔ M(z) et Ω(ω) sont situés sur une même demi-droite issue de l'origine.
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La notion de (p : q) point

4. Par équivalen
es :

z − a

b− z
=
p

q
⇔ q(z − a) = p(b− z) ⇔ qz + pz = qa+ pb,

et 
omme p+ q 6= 0 par hypothèse, on obtient l'unique solution :

z − a

b− z
=
p

q
⇔ z =

qa+ pb

p+ q
,

5. Pour α ∈ ]0,+∞[, alors αp et αq sont en
ore des réels stri
tement positifs et :

αp

αq
=
p

q
, et don


:

le (p : q) point de A à B est égal au (αp : αq) point de A à B.

6. D'après 4., le (1 : 1) de A(a) à B(b) a pour a�xe

a+ b

2
, 
'est-à-dire que :

le (1 : 1) point de A à B est le milieu du segment [AB].

7. Si on note x et y les a�xes respe
tives de X et Y , alors, d'après 4., on a :

x =
qa+ pb

p+ q
et : y =

qa+ pc

p+ q
.

On en déduit que :

y − x =
pc− pb

p+ q
=

p

p+ q
(c− b), soit :

−−→
XY =

p

p+ q

−−→
BC.


e qui signi�e que les ve
teurs

−−→
XY et

−−→
BC sont 
olinéaires, et don
 :

les droites (XY ) et (BC) sont parallèles.

La notion de (p : q) sous-triangle

8. Evidemment :

l'a�xe de l'isobary
entre du triangle ∆(ABC) est
a+ b+ c

3
.

9. L'isobary
entre du triangle ∆(A′B′C′) a pour a�xe :

a′ + b′ + c′

3
=

1

3

(
qa+ pb

p+ q
+
qb+ pc

p+ q
+
qc+ pa

p+ q

)

=
1

3

(
(p+ q)(a+ b + c)

p+ q

)

=
a+ b+ c

3
.

Don
 :

les triangles ∆(ABC) et ∆(A′B′C′) ont le même isobary
entre.
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Etude de suites

10. Comme à la question pré
édente :

∀k ∈ N, ak+1 =
qak + pbk

p+ q
, bk+1 =

qbk + pck

p+ q
, ck+1 =

qck + pak

p+ q
,


e qui s'é
rit sous forme matri
ielle :

∀k ∈ N,





ak+1

bk+1

ck+1



 =
1

p+ q





q p 0
0 q p

p 0 q









ak
bk
ck



 .

11. • Comme en 9., on a les égalités : ∀k ∈ N,

αk+1 = ak+1 + bk+1 + ck+1 =
(p+ q)(ak + bk + ck)

p+ q
= ak + bk + ck = αk.

Don
, la suite (αk) est géométrique de raison 1, 
'est-à-dire :

la suite (αk) est 
onstante et 
onverge vers a0 + b0 + c0.

• De même, en utilisant le fait que j 3 = 1 : ∀k ∈ N,

βk+1 = ak+1 + j bk+1 + j 2ck+1 =
(qak + pbk) + j (qbk + pck) + j 2(qck + pak)

p+ q

=
(q + j 2p)ak + (p+ j q)bk + (jp+ j 2q)ck

p+ q
=
q + j 2p

p+ q
(ak + j bk + j 2ck
︸ ︷︷ ︸

βk

).

Don
, la suite (βk) est géométrique de raison

q + j 2p

p+ q
. Or, q et j 2p ne sont pas positivement

proportionnels, don
, d'après 3. :

∣
∣
∣
∣

q + j 2p

p+ q

∣
∣
∣
∣
=

|q + j 2p|
|p+ q| <

|q|+ |j 2p|
p+ q

=
q + p

p+ q
= 1.

On en déduit que :

la suite (βk) est géométrique de raison

q + j 2p

p+ q
et 
onverge vers 0.

• De la même manière, toujours en utilisant le fait que j 3 = 1 : ∀k ∈ N,

γk+1 = ak+1 + j 2bk+1 + j ck+1 =
(qak + pbk) + j 2(qbk + pck) + j (qck + pak)

p+ q

=
(q + jp)ak + (p+ j 2q)bk + (j 2p+ j q)ck

p+ q
=
q + jp

p+ q
(ak + j 2bk + j ck
︸ ︷︷ ︸

γk

).

Don
, la suite (γk) est géométrique de raison

q + jp

p+ q
. Or, q et jp ne sont pas positivement propor-

tionnels, don
, d'après 3. :

∣
∣
∣
∣

q + jp

p+ q

∣
∣
∣
∣
=

|q + jp|
|p+ q| <

|q|+ |jp|
p+ q

=
q + p

p+ q
= 1.

On en déduit que :

la suite (γk) est géométrique de raison

q + jp

p+ q
et 
onverge vers 0.
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12. La matri
e Q est une matri
e de permutation. Quand on multiplie une matri
e B à gau
he

par Q, 
ela revient à permuter les 
olonnes 2 et 3 de B ; quand on multiplie une matri
e B à droite

par Q, 
ela revient à permuter les lignes 2 et 3 de B. Don
, i
i :

la matri
e C est obtenue à partir de la matr
e B en permutant ses 
olonnes 2 et 3.

13. On a, 
ompte-tenu de l'égalité 1 + j + j 2 = 0 :

detV =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 1 1
1 j j 2

1 j 2 j

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 1 1
0 j − 1 j 2 − 1
0 j 2 − 1 j − 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= (j − 1)2

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 1 1
0 1 j + 1
0 j + 1 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= (j 2 − 2j + 1)
[
1− (j + 1)2

]
= (1 + j + j 2 − 3j )(−j 2 − 2j ) = −3j

(
(1 + j )− 2j

)
,

et don
 :

detV = 3j (j − 1).

On en déduit don
 que : detV 6= 0, 
'est-à-dire que :

V est inversible.

Le 
al
ul de V 2
donne :

V 2 =





3 0 0
0 0 3
0 3 0



 = 3I3Q = 3Q,


ar on re
onnaît la matri
e 3I3 sur laquelle on a permuté les 
olonnes 2 et 3. Or, bien sûr, Q2 = I3 et

don
 : Q = Q−1
. On en déduit don
 :

V 2Q = 3Q2 = 3I3, don
 : V

(
1

3
V Q

)

= I3.

On en déduit don
 que :

V −1 =
1

3
V Q =

1

3





1 1 1
1 j 2 j

1 j j 2



 .

14. Puisque :

∀k ∈ N,





αk

βk
γk



 = V





ak
bk
ck



 , alors :





ak
bk
ck



 = V −1





αk

βk
γk



 =





αk + βk + γk
αk + j 2βk + jγk
αk + jβk + j 2γk



 .

Comme les suites (αk), (βk) et (γk) sont 
onvergentes vers respe
tivement a0 + b0 + c0, 0 et 0, on
en déduit, d'après les opérations sur les limites, que :

les suites (ak), (bk) et (ck) 
onvergent toutes vers a0 + b0 + c0.

Etude d'une appli
ation linéaire

15. Soient λ, µ ∈ C et M,N ∈ M3(C). Alors :

ϕ(λM+µN) = V −1(λM+µN)V = V −1(λM)V+V −1(µN)V = λV −1MV+µV −1NV = λϕ(M)+µϕ(N),

et :

ϕ(MN) = V −1(MN)V = (V −1MV )(V −1NV ) = ϕ(M)ϕ(N).

Don
 :

ϕ est linéaire et : ∀(M,N) ∈
(
M3(C)

)2
, ϕ(MN) = ϕ(M)ϕ(N).
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16. On a :

∀M ∈ M3(C), ψ ◦ ϕ(M) = ψ(V −1MV ) = V (V −1MV )V −1 = I3MI3 =M,

et on en déduit que ψ ◦ ϕ = IdM3(C). De même, on a aussi : ϕ ◦ ψ = IdM3(C), et don
 :

ϕ est bije
tive et : ϕ−1 = ψ.

17. On obtient les égalités suivantes :

A(p,q)





1
1
1



 =





1
1
1



 , A(p,q)





1
j

j 2



 =
1

p+ q





q + jp

j q + j 2p

p+ j 2q



 =
q + jp

p+ q





1
j

j 2



 ,

et : A(p,q)





1
j 2

j



 =
1

p+ q





q + j 2p

j 2q + jp

p+ j q



 =
q + j 2p

p+ q





1
j 2

j



 .

18. La matri
e inversible V est la matri
e de passage de la base 
anonique de C
3
à la base

(ε1, ε2, ε3) ave
 ε1 = (1, 1, 1), ε2 = (1, j , j 2) et ε3 = (1, j 2, j ). L'endomorphisme ϕ est l'endomorphisme

de 
hangement de base 
orrespondant, de sorte que ϕ
(
A(p,q)

)
représente la matri
e de l'endomorphisme


anoniquement asso
ié à A(p,q) dans la base (ε1, ε2, ε3). Comme on a les égalités : A(p,q)(ε1) = ε1,

A(p,q)(ε2) =
q + jp

p+ q
ε2 et : A(p,q)(ε3) =

q + j 2p

p+ q
ε3, on en déduit que :

ϕ
(
A(p,q)

)
=






1 0 0

0 q+jp
p+q

0

0 0 q+j2p
p+q




 = D.

19. Soient p, q, p′, q′ ∈ ]0,+∞[. Alors on peut é
rire :

ϕ
(
A(p,q).A(p′,q′)

)
= ϕ

(
A(p,q)

)
.ϕ
(
A(p′,q′)

)
d'après 15.

= D.D′
matri
es diagonales dont la forme est donnée en 18.

= D′.D d'après la 
ommutatvité des matri
es diagonales

= ϕ
(
A(p′,q′)

)
.ϕ
(
A(p,q)

)

= ϕ
(
A(p′,q′).A(p′,q′)

)

En 
ompposant à gau
he ave
 ϕ−1
, on obtient don
 : A(p,q).A(p′,q′) = A(p′,q′).A(p,q), 
'est-à-dire

que :

deux matri
es quel
onques de l'ensemble

{

A(p,q)|(p, q) ∈
(
]0,+∞[

)2
}


ommutent.

20. D'après 
e qui pré
ède on peut é
rire :

ϕ
(
A(1,n)...A(1,2).A(1,1)

)
= ϕ

(
A(1,n))...ϕ(A(1,2)).ϕ(A(1,1)

)
= ∆n...∆2∆1,

où, pour tout k ∈ J1, nK, la matri
e ∆k est la matri
e diagonale : diag

(

1,
k + j

k + 1
,
k + j 2

k + 1

)

. On a don
 :

∆n...∆2∆1 = Dn = diag

(

1,

n∏

k=1

k + j

k + 1
,

n∏

k=1

k + j 2

k + 1

)

.
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Don
, 
omme pré
édemment, en 
omposant à gau
he par ϕ−1
, on obtient :

A(1,n)...A(1,2).A(1,1) = V DnV
−1.

Pour tout n ∈ N, posons : un =

∣
∣
∣
∣
∣

n∏

k=1

k + j

k + 1

∣
∣
∣
∣
∣
. On a :

∀k ∈ J1, nK,

∣
∣
∣
∣
∣

k + j

k + 1

∣
∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣
∣

k + j

k

∣
∣
∣
∣
∣
· k

k + 1
=

∣
∣
∣
∣
∣
1 +

j

k

∣
∣
∣
∣
∣
· k

k + 1
6

k

k + 1
,

d'après l'inégalité admise dans l'énon
é. On en déduit don
 que :

0 6 un 6

n∏

k=1

k

k + 1
=

1

n
par téles
opie.

On en déduit don
, d'après le théorème des gendarmes, que lim
n→+∞

un = 0. Le raisonnement étant

exa
tement le même pour vn =

∣
∣
∣
∣
∣

n∏

k=1

k + j 2

k + 1

∣
∣
∣
∣
∣
, on en déduit don
 que :

les suites

n∏

k=1

k + j

k + 1
et

n∏

k=1

k + j 2

k + 1

onvergent vers 0.

Remarque : On peut démontrer les inégalités admises dans l'énon
é 
omme suit :

1 +
j

k
= 1 +

1

2k

(
− 1 + i

√
3
)
=

(2k − 1) + i
√
3

2k
,

don
 : ∣
∣
∣
∣
∣
1 +

j

k

∣
∣
∣
∣
∣

2

=
(2k − 1)2 + 3

4k2
=

4k2 − 4k + 4

4k2
=

(
k − 1

k

)2

6 1,


ar k ∈ N
∗
. On fait de même pour l'autre inégalité.


