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Probléme 1.

Etude d’une inégalité

1. Par équivalences, en considérant = Re(a) et y = Zm(a) :
o] =Re(a) & Va2+y2i=z & vhyt=at o fy=0
x>0 x>0’

d’ou :

‘|a| =Re(a) < aERJr.‘

2.0na:Vz,weC,
(2l + w))® = 24wz = |22+ 20z] |w] + |w]? = (z + w) (ZF @)
=2Z 4 2|2| |w| + W& — 2Z — 20 — Zw — W@
= 2|z| |w| — (2w + 2w)
= 2|z| |w| — 2Re(2w)

d’ou :

Vz,weC (2] + )’ = |z +w? = 2(|z| lw| — Re(zw)).

3. On sait que : Va € C, |a| > Re(a). Donc : Vz,w € C, |2@| > Re(2w). On en déduit donc que :
(el-+ ) = fo ot P = 2ol o] = Re(:)) > 0

donc :
(121 + fo)” = |2+ > 2(J2] o] - Re(:w)).

et puisque ce sont des nombres réels positifs, on en déduit :

‘Vz,wé@, |z| + w| = |z+w|.‘

De plus, d’aprés 2., il y a égalité si, et seulement si : |z] |w] = Re(2W), c’est-a-dire, d’apreés 1., si,
et seulement si : 2 € Ry. Or, si w = 0 alors c’est évident, et si w # 0 on obtient :

A A
= eRy & 2wWw=N & z=-—3w, avec: —= € R;.
|w[? jwl?

Finalement, il y a égalité si, et seulement siz et w sont positivement proportionnels, ou, en termes
géométriques :

‘ |z +w|=|z|+|w] < M(z) et Q(w) sont situés sur une méme demi-droite issue de lorigine.




La notion de (p : ¢) point

4. Par équivalences :

Tl e ge—a)=plb-2) & qztpr=qatpb,

b—z ¢

et comme p + ¢ # 0 par hypothése, on obtient I'unique solution :

— b
FZe_pP 4 ZZQZUQ
b—z ¢ p+q
a
5. Pour a € ]0, +0o0], alors ap et ag sont encore des réels strictement positifs et : @ _ B, et donc
aq q

‘le (p : q) point de A & B est égal au (ap : ag) point de A & B.

b
6. D’aprés 4.,1le (1 : 1) de A(a) & B(b) a pour affixe %, c’est-a-dire que :

‘le (1 : 1) point de A & B est le milieu du segment [AB]. ‘

7. Si on note z et y les affixes respectives de X et Y, alors, d’aprés 4., on a :

ga + pb ga + pc
r=——— et: = —.
p+q pP+q
On en déduit que :
—pb =
y—m:pc p__P (¢ —1b), soit: Xy = ? B¢
pP+q pP+q p+q

o
ce qui signifie que les vecteurs XY et B? sont colinéaires, et donc :

‘les droites (XY) et (BC) sont paralléles.‘

La notion de (p : ¢) sous-triangle

8. Evidemment :

a+b+e
—3

Paffixe de l'isobarycentre du triangle A(ABC) est

9. L’isobarycentre du triangle A(A’B’C’) a pour affixe :

a+b+c 1 (qa+pb qb+pc+qc+pa) _1((p+q)(a+b+c)) _ a+b+c
p+yq p+q p+yq p+yq 3

3 3 3

Donc :

‘les triangles A(ABC) et A(A’B’C") ont le méme isobarycentre. ‘




Etude de suites

10. Comme & la question précédente :

qax, + pby qby + pey, qck + pag
V€N, ajpq = cm TPk g, DRI, = I TP
p+q p+q p+q
ce qui s’écrit sous forme matricielle :
ak+1 1 qg p O ak
Vk € NN, bet1 | = - 0 ¢ p||0bk
Cht1 “\p 0 q) \

11. ¢ Comme en 9., on a les égalités : Vk € IN,

(p+ q)(ak + by +c;€)
p+q

Okt1 = Qg1 + bpg1 + Cpp1 =

=ar + by +c = ay.

Donc, la suite (ay) est géométrique de raison 1, c’est-a-dire :

‘ la suite («x) est constante et converge vers ag + by + co. ‘

e De méme, en utilisant le fait que j2 =1 : Vk € N,

: : ay + pbx) + j(gbx + pex) + 5% (gex + pa
Br+1 :ak+l+]bk+l+j2ck+1:(qk Ph) J(ql;+1;k) J_(gex + par)

+4%p)ax + (p +j@)be + (p + 5%9)c +4° oL
(¢ +J°plax + (p+iPbe + Up+5°g)er _ ¢ P (e + i + 72cr).
p+q A S

k

2
Donc, la suite (8x) est géométrique de raison # Or, ¢ et j?p ne sont pas positivement
q

proportionnels, donc, d’aprés 3. :

_ il _ld+ 1Pl _atp
Ip + 4 p+q p+q

'q+j2p
p+q

On en déduit que :

. s : + 5?
la suite (8x) est géométrique de raison % et converge vers 0.
q

e De la méme maniére, toujours en utilisant le fait que j3 =1 : Vk € IN,

. . ak + pbr) + 32(qbx, + pex) + j(qex + pag
Vk+1 :ak+1+J2bk+1+J0k+1:(q Phe) + (qp+5 ) +ila par)

(q+gp)ar + (p+ 720k + (*p + i)k _ a+ip

ay + 52bx + jex).
p+q pP+q —————
Tk

Dong, la suite (k) est géométrique de raison 4 +jp. Or, g et jp ne sont pas positivement propor-
pTq

tionnels, donc, d’aprés 3. :

‘qﬂ‘p‘ la +pl _ lal+lipl _atp _

— — 1.
p+q Ip + q| p+q p+q

On en déduit que :

la suite (%) est géométrique de raison q+Jp

et converge vers 0.




12. La matrice @) est une matrice de permutation. Quand on multiplie une matrice B & gauche
par @, cela revient & permuter les colonnes 2 et 3 de B; quand on multiplie une matrice B & droite
par @, cela revient & permuter les lignes 2 et 3 de B. Dong, ici :

‘la matrice C' est obtenue & partir de la matrce B en permutant ses colonnes 2 et 3. ‘

13. On a, compte-tenu de 'égalite 1+ j + 2 = 0 : On peut aussi remarquer que det V = V(1, |, j?)

11 1 1 1 1 11 1
detV. =11 j 42 =10 j—-1 2-1=(G-1*0 1 j+1
1 42 0 j2-1 j—1 0 j+1 1
=@ -2+ -G+ =0 +5+5=3) (=" —25) = =3 (1 +J) — 2j),
et donc :

|det V =3;(j —1).|

On en déduit donc que : det V' # 0, c’est-a-dire que :

| V est inversible. |

Le calcul de V2 donne :

VZ= =31Q = 3Q,

o O w
w o o
o w o

car on reconnait la matrice 313 sur laquelle on a permuté les colonnes 2 et 3. Or, bien sir, Q2 = I3 et
donc : Q@ = Q™. On en déduit donc :

1
V2Q =3Q% =313,  donc: 1% <§VQ) =Is.
On en déduit donc que :
1 1 1
Vii=sv=-|1 2
1 g 4
14. Puisque :
ag a a ag ak + B+ Vk
VeeN, |G|l =V/|b:], alors : be | =V B | = | ar + 526k + i
Vi Ck Ck Vi ok + 7Bk + 7

Comme les suites (ax), (Bk) et (k) sont convergentes vers respectivement ag + bg + ¢p, 0 et 0, on
en déduit, d’aprés les opérations sur les limites, que :

‘ les suites (ay), (b) et (cx) convergent toutes vers ag + by + co.

Etude d’une application linéaire

15. Soient A\, € C et M, N € M3(C). Alors :
OAM+uN) = VEAMAuN)Y = VEAM)VAV Y uN)YV = AV MV ApV INV = Mp(M)+up(N),

et :
P(MN) =V HMN)V = (VIMV)(VTINV) = o(M)p(N).

Donc :

 est linéaire et : V(M,N) € (93?3(@))2, ©W(MN) = p(M)p(N).




16. On a :
VM € M3(C), opM)=¢(VIMV)=V(V 'MV)V ' =I3MI5 =M,

et on en déduit que ¥ o ¢ = Idgp,(c). De méme, on a aussi : ¢ 01 = Idoy,(c), et donc :

‘ © est bijective et : ! = 1. ‘

17. On obtient les égalités suivantes :

1 1 1 q+ip

. 1 ) ; q+ip [ .
App (1] =11, Ao l|J | =—1lie+ip]| = il,
D) p+q D) p+q )
1 1 p+i%q J
1 + 42 .
. o) _ 1 CTIPN g+ 4%
et Ay |7 = | Patar) =
j p+jq J

18. La matrice inversible V est la matrice de passage de la base canonique de C*® & la base
(e1,€2,e3) avec g1 = (1,1,1), g2 = (1,4,52) et e3 = (1,52, ). L’endomorphisme ¢ est ’endomorphisme
de changement de base correspondant, de sorte que cp(A(pyq)) représente la matrice de I’endomorphisme
canoniquement associé & A, ) dans la base (1,e2,¢3). Comme on a les égalités : A, 4y (e1) = €1,

q+Jp q+J°p o
A g9) = eoet: A €3) = €3, on en déduit que :
(p,q)( 2) q 2 (p,q)( 3) ptgq 3
1 0 0
q+jp
P(Ap) = |0 B4 +Q2 =D.
qt+j p
0 O e

19. Soient p,q,p’,q" € ]0,+oo[. Alors on peut écrire :
P(Apa-Aw.a) =(Apg)¢(Aw.a)) d’apreés 15.
=D.D matrices diagonales dont la forme est donnée en 18.
=D'.D d’aprés la commutatvité des matrices diagonales
= o(Ap )¢ (Ap.a)
= o(Ap .0 Aw.a)

En compposant & gauche avec ¢!, on obtient donc : Ay A a) = A q)-Ap.q)» C'est-a-dire
que :

deux matrices quelconques de ’ensemble {A(pyq)|(p, q) € (Jo, +oo[)2} commutent.

20. D’aprés ce qui précéde on peut écrire :
‘P(A(lyn)"'A(L?)'A(Ll)) = ‘P(A(l,n))---éﬁ(A(m))-<P(A(1,1)) = An. AgAy,

k+j k+ 52

,k——|—17k——|—1>'0nadonC:

ol, pour tout k € [1,n], la matrice Ay est la matrice diagonale : diag <1

k+1

=1

. k4 1 k42
An..AsAy = D, = diag | 1, , .



-1

Donc, comme précédemment, en composant a gauche par ¢, on obtient :

A(lﬂl)"'A(l,Q)'A(l,l) = VDnV_1'

Pour tout n € IN, posons : H .Ona:
k+j k+3j k ¥ k k
Vk e |1 = . =1+2| — < —,
€llnl kel | TR R SEra

d’apreés l'inégalité admise dans ’énoncé. On en déduit donc que :
n
k 1
< 1:[ e = par télescopie.

On en déduit donc, d’aprés le théoréme des gendarmes, que lir}rl u, = 0. Le raisonnement étant
n—-+0oo

n

Hk+j

exactement le méme pour v, = on en déduit donc que :

52
les suites H r H T 1 convergent vers 0.

Remarque : On peut démontrer les inégalités admises dans ’énoncé comme suit :

1+ _'_1_|_i(_1_|_“/—) w,

k 2k 2k
donc :
. 2
j (2k—1)2+3 4k®> —4k+4 k-1
1 — = = = < 1,
+ k 4k2 4k2 k

car k € IN*. On fait de méme pour 'autre inégalité.



