CONCOURS COMMUN 2008 .
DES ECOLES DES MINES D’ALBI, ALES, DOUAI, NANTES

Instructions générales :

Les candidats sont invités & porter une attention particuliere a la rédaction : les copies illisibles ou mal
présentées seront pénalisées.

Les candidats colleront sur leur premiere feuille de composition 1’étiquette & code a barres correspondant
a ’épreuve spécifique de Mathématiques.

L’emploi d’une calculatrice est interdit

Remarque importante :

Si au cours de I’épreuve, un candidat repere ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signalera
sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été
amené a prendre.

Dans le plan euclidien R?, au point M de coordonnées (x,%) on associe I'affixe m = x + iy.

Le conjugué de z est noté z, son module |z| = v/2Z, et sa partie réelle Re(z) = : ;— :
. §2m -1 . \/g . 2 K -2
On note j =¢€'3 = > + 17 le complexe solution de X<+ X 4+ 1 =0, et on rappelle que j = j~.

Etude d’une inégalité
1. Soit a € C. Montrer que |a] = Re(a) < a € RT.
2. Soit z,w € C, montrer égalité suivante : (|z| + |w])* — |z + w|* = 2 (|2w| — Re(2w)).

3. En déduire I'inégalité suivante : [z + w| < |2| + |w| et montrer qu’il y a égalité si, et seulement si, z
et w sont les affixes de deux points situés sur une méme demi-droite issue de l'origine.

La notion de (p : ¢) point

Soient A et B deux points du plan d’aflixes respectives a et b.
Soient p et g deux réels strictement positifs.

z—a
4. Pour A # B, montrer qu’il existe un unique point d’affixe z vérifiant = 1—), on l'appelle le (p : q)
— 2z g

point de A & B. Donner son affixe.
5. Soit «a €]0, 400, montrer que le (p : ¢) point de A & B et le (ap : aq) point de A & B coincident.
6. Caractériser le (1:1) point de A & B.

7. A, B,C désignent trois points distincts deux a deux, on notera ¢ l'affixe de C. Soient X le (p : q)
point de A & B et Y le (p: q) point de A & C. Montrer que la droite (XY') est parallele a la droite
(BC).

La notion de (p : ¢) sous-triangle

s

p : q) sous-triangle du triangle A(ABC), le triangle A(A’B’C") ou
point de A a B d’affixe d’,

point de B & C d’affixe ¥/,

point de C & A d’affixe (.

On appelle
Aestle (p:q
B'estle(p:q
C'estle(p:q

~— ~—

8. Donner 'affixe de Iisobarycentre (ou centre de gravité) du triangle A(ABC).

Indication : 1l s'agit de la moyenne arithmétique des dffixes des sommets du triangle.




9. Montrer que le (p : q) sous-triangle du triangle A(ABC) a le méme isobarycentre que A(ABC).
Etude de suites

On va considérer une suite de triangles A(AyBiCy) construits de la maniére suivante.
Le triangle A(AgByCp) est fixé (les points deux a deux distincts). Et pour tout k& € N, A(Ag41Br+1Ck+1)
est le (p : q) sous-triangle du triangle A(AyByC}).
On note, pour k € N, par ag, bi et ci les affixes respectives des points Ay, By et Ck.

qg p O\ [ak k41
10. Montrer que les affixes vérifient la relation matricielle suivante: —— [0 g p b | = | bk+1
p 0 q/ \ck Cht1

11. On pose, pour tout k € N, oy, = ay, + by, + cx, Br = ax + jb + j> ck, Ve = ay + j2by + jeg. Vérifier
q+7 p ot q+Jp
p+gq p+q
qu’elles sont toutes convergentes en précisant leur limite. (On pourra utiliser la question 3..)
1 1 1 100
Onpose V=11 j 42l et@Q=1[0 0 1], on vaprouver que V est inversible, et préciser son
1 452 010

que les suites (g )k, (Bk)r et (Vk)x sont géométriques de raison 1,

respectivement, et

inverse.
12. Soit B € M3(C), on pose C' = BQ. Comment se déduit la matrice C' de la matrice B ?

13. Montrer que le déterminant de V vaut 3j(j — 1). Montrer que V est inversible. Calculer V2, en
déduire que V! est de la forme %VQ, avec m € N* a préciser.

(873 ag
14. En remarquant que | Sx | =V | bx |, en déduire que les suites (ag )k, (bk)x et (cx)r sont toutes les
Tk Ck

trois convergentes, et préciser leur limite.
Etude d’une application linéaire
M — VTIMV
15. Montrer que ¢ est une application linéaire qui vérifie V(M, N) € M3(C)2, o(MN) = o(M)p(N).

16. On considere 'application ¢ de 9M3(C) définie par (M) = VMV =L, Calculer ¢ o ¢. Montrer que
( est une application bijective.

On définit 'application suivante :

1 (2P0 ! q-+jp
17. On pose A(pﬁq) = o 0 ¢q p]|. Calculer A(pﬂq) 1 |, montrer que A(nq) il= n J |
1
et donner une expression similaire pour A, . 52
J

18. En déduire, sans calcul, que cp(A(pﬂ)) = D ou D est une matrice diagonale dont on précisera les
coefficients diagonaux.

19. On rappelle que 'ensemble des matrices diagonales de M3(C) est un anneau commutatif, en déduire
que deux matrices quelconques de ’ensemble {A(pyq)/ (p.,q) €]0,400[} commutent.

20. Montrer que A(l n) - A, Q)A(l 1) = VD,V~! ot D,, est une matrice diagonale ayant pour coeffi-

k k T k+j okt g2
cients diagonaux (1, H k—ti H k—:jl Montrer que les suites <k lk——t?l> et <k1 k—’—_kjl sont
n - n

-2

convergentes vers 0. (On pourra admettre que |1 + %‘ <let ‘1 + %

<1.)
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