n GROUPES ET SOUS-GROUPES

Il Structure de groupe (MP2I)

Remarque : Quelques rappels

R1- m Loi de composition interne sur un
ensemble E toute application

ExE — E
*:

(x,y) — xx%xy
m Elle est dite
* associative lorsque

V(x,1,2) €ES, (x%xy)kz=x%(y*2)

(que I'on peut alors noter x % y * z.)
* commutative lorsque

V(x,y)EEz, X*y=y*X.

m On dit que e est élément neutre pour x
sipourtout xe E, xxe=e*xx=x.

Exercice 1
S'il existe, I’élément neutre est
unigue.

* Notation additive : 0x = e avec e
souvent noté 0 ou 0p appelé élé-
ment nul.

* Notation multiplicative : x° = e avec
e souvent noté 1 ou 1 appelé élé-
ment unité.

m Un élément x de E est dit symétri-
sable pour % si on a y € E fel que
Xky=yxx=e.

Exercice 2
S’il existe, y est unique.

* Notation additive : on parle d’op-
posé, noté —x. Pour x+(-y), on note
x-y.

* Notation multiplicative : on parle
d’inverse, noté x!.

/\ %n’apasde sensen général:
cela désigne xxy 't ou y txx?

Structures algébriques

Exemple

E1- L'élément neutre e (lors-
qu’il existe) est toujours sy-
métrisable, de symétrique
lui-méme.

Etre symétrisable & gauche ou & droite
ne suffit pas.

Exemple

E2— Sur EF pour o, I'élément
neutre est idg.
(EIgEEE, fog=g0f=idE)<=>

*x (3geEEt, fog=idp) =

*x (geEE, gof=idp) =

m Soit x une loi de composition inferne
associative sur E notée multiplicative-
ment.

Si x et y sont symétrisables, alors
* x =y l'est aussi De plus,
(x-y)‘l — y—l L
* x7!I'est aussiet (x1)7' = x.

Définition 1 : Groupe

On appelle groupe tout couple (G, x) ou
G est un ensemble tel que

(i) * est une loi de composition interne sur
G

(i) * est associative
(i) G admet un élément neutre pour

(iv) Tout élément de G admet un symé-
tfrique dans G pour .

Si, de plus, x est commutative, on dit que
(G, %) est un groupe commutatif ou groupe
abélien.
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Remarque

R2- En particulier, un groupe n’‘est jamais
vide.

Exemple

E3- (Z,4), (Q,+), R,+) et (C,+) sont des
groupes commutatifs de neutre 0.

E4— Si D est un ensemble non vide, (RP,+) et
(CP,+) et en particulier (RN, +) et (CN,+)
sont des groupes commurtatifs, de neutre
la fonction / suite nulle.

E5- (Q% %), (Q%,x). R*, x), (R, x) et (C*, x) sont
des groupes commutatifs de neutre 1.

E6— Si E est un ensemble non vide, on note
S&(E) I'ensemble des permutations de E

(bijection de E sur E). Alors (&(E),o) est un
groupe d’élément neutre idg.

Si |[E| >3, ce groupe n’est pas commutatif.
Si n e N\{0,1}, et E = [1,n], on note
Sn=6([1,n]).

(&,,0) est appelé groupe symétrique
d’ordre n (et contient n! éléments).

E Puissances ou itérées d’un
élément (MP2I)

Définition 2 : Itérées d’un élément

Soir E un ensemble muni d’une loi de
composition interne x (notée multiplicative-
ment) associative et possédant un élément
neutre e.

Pour fout x € E et tout n e IN, on définit ré-
cursivement

. e sin=0
X =
" 1xx sinon.

Remarque

n
R3 — Aufrement dit, x" = J x=x*%--- % X.
k=t fois
n

R4 — En notation additive,

0 Sin=0
b= .
(n—1)-x+x SInon.
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Propriétés 1
Soient x,ye E et n,me NN,
() x™M = x"x x"™ = x™ % x",
(N (x™™=x"m=(x™",
(i) Six*xy=y*x, (xxy)"=x"*y"

(iv) Si x est inversible, x" est inversible et
M= ("

Si x € Einversible et n e IN, on note x " |'élé-
ment (x~1)".

Remarque

R5 — Les propriétés (i) a (iii) restent vraies pour
n,me Z lorsque x et y sont inversibles.

Régularité

Soit ' E un ensemble muni d’une loi de composi-
fion interne associative x et possédant un élément
neutre e.

Définition 3 : Régularité
Soit x € E. On dit que x est régulier (ou sim-
plifiable)
= a gauche lorsque
YabeE, xkxa=xxb=a=>b
s @ droite lorsque

VabeE, axx=bxx—=a=D>b

On dit que x est régulier lorsqu’il I'est &
gauche et a droite.

Propriété 1 : Régularité d’un inversible

Tout éléement inversible de (E, x) est regu-
lier.

Corollaire 1 : Régularité dans un groupe

Si (G, %) est un groupe, alors fout éléement
de G est regulier.

1. On dit que (E, x) est un monoide.
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Corollaire 2 : Bijectivité des translations

Si (G, ) est une groupe et a€ G fixé.

G — G
Les applications ¢, : et
X — a*x

G — G
Wa: (appelées translations &
X — Xxa

gauche et a droite) sont bijectives.

Corollaire 3

Si (G, %) est une groupe et ac€ G fixé.

G={axx, xeGl={xxa, xe G}.

Remarque

R6 — Cela signifie que dans la table de la loi x
du groupe G, chaqgue élément de G appa-
rait une et une seule fois sur chaque ligne
et sur chaque colonne.

Exemple

E7 — Si on considére le groupe des racines cu-
bique de I'unité : Us = {1,j,j*} muni de laloi
x, quelle est sa table ?

ﬂ Groupe produit (MP2l)

Propriété 2 : Groupe produit

Soit (G, ) et (H,A) des groupes.
Pour tout (g, h) et (g',h") dans G x H, on
pose

& WT (g h)=(gxg hAK).

Alors (G x H, T) a une sfructure de groupe.
Si, de plus, les lois x et A sont commuta-
tives, alors T |’est.

Remarque
R7 - Cela se généralise & un nombre de

6r3)
avec pour tout (xi,...,xp) €f (y1,...,¥p)

groupes quelconque (Glﬂ
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dans Gy x---x Gp,

(X150, xp) T(Y1,-0 0 ¥p) = xlTyl,...,xp;yp -

H Sous-groupes

ﬂ Définition et caractérisation (MP2l)

Définition 4 : Sous-groupe

Soit (G, %) groupe. On note x| la restric-
tion & H? de la loi *.

On dit que H est un sous-groupe de (G, )
Si Hc G et (H, *|z2) est un groupe.

Propriété 3 : Sous-groupes triviaux

Soit (G, x) groupe. G et {eg} sont des sous-
groupes de (G, x) appelés sous-groupes tri-
viaux.

Propriétés 2

Soit H un sous-groupe de (G, %).

() (H,x) possede le méme élément
neutfre que (G, ).

(i Si x € H, alors x a méme inverse dans
(H,*) et dans (G, %).

Propriété 4 : caractérisation des sous-

groupes

Soit (G,*) un groupe (multiplicatif). Les
propositions suivantes sont équivalentes :

() H est un sous-groupe de (G, x)
HcG

H#2 (eg€ H)

) H est stable par * :

(i <
Vx,ye H, xxy€e€H

H est stable par inverse

VxeH, xleH
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HcG
(fiy § H#D (ege H)

Vx,yeH, xxy leH

Remarque
notation devient

HcG

R8 — En additive, (i)
H#2 (0geH)

H eststable par x : Vx,ye H, x+ye H

H est stable par opposé : Vxe H, —xe H

. HcG H#9 (0ge€H)
et (iii) devient
Vx,yeH, x—yeH

Remarque

R9 — Un sous-groupe d’un groupe abélien est
facilement encore commutatif.

Exemple

E8 — Z, Q. R sont des sous-groupes (addififs et
abéliens) de (C, +).

E9— RP ol D # @ est un sous-groupe additif
abélien de (CP,+).

E10- Q*, Qi. R*, R}, U, U, pour n € N*
sont des  sous-groupes  multiplica-
fifs abéliens de (C* x). (On rappelle
que U = {zeC, |z|=1} et pour n € N*,
U,={z€C, z"zl}:{e¥, kE[[O,n—lﬂ}.)

u Intersection et réunion (MPI)

Propriété 5 : Intersection de sous-groupes

Soit (G, %) un groupe et (H;);c; une famille
de sous-groupes de (G,*). Alors N;e; H; est
un sous-groupe de (G, *).

Exercice 3 :Réunion de sous-groupes

Soit (G,x) un groupe, H,K sont des sous
groupes de (G, x), alors

HUK sous-groupe de G« HcKouKc H.
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Sous-groupes de (Z,+) (MPI)

Pour fout a € Z, on note aZ = {ak, kecZ}.

Remarque

R10 — On vérifie avec la caractérisation que aZ
est un sous-groupe de (Z,+).
Avec aZ = {...,-2a,—a,0,a,2a,...}, il sQgit
du plus petit sous-groupe (au sens de I'in-
clusion) contenant a. On dit qu’il est en-
gendré par a (sur le méme principe que
les Vect en algebre linéaire.)

Propriété 6 : Sous-groupes de (7, +)

Les sous-groupes G de (Z,+) sont exacte-
ment les

ﬂ Morphismes (MP2l)

n Définition

Définition 5 : Morphisme de groupe

Soient (G, ) et (G, +) deux groupes.
f: (G,x) — (G,e) est un morphisme de
groupes si et seulement si

V(x,1)€G? flxxy) =f(x)ef(y)

Lorsque (G, x) = (G,e), on parle
d’endomorphisme de groupes.

Lorsque f est bijective,
d’isomorphisme.

Lorsqu’il existe un isomorphisme entre G
et G', on dit que G et G’ sont isomorphes.

Lorsque f est bijective et G=G', on parle
d’automorphisme.

on parle

Exemple
E1NN-In : (R}, x) — (R,+) isomorphisme de
groupes.
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E12- exp : (R,+) — (R%,x) isomorphisme de

groupes.
R,+) — (U,x) ,
E13 - ] morphisme  de
0 — e19

groupes (non injectif).

El14- SineN*, 0 € &, €(o) sa signature @, alors
£:(6,,0) — ({-1,1}, x) est un morphisme de
groupes, c’est-a-dire

Vo,0'€6,, e(ogod’)=¢l0)xe(d’).
E15— det @GZL@E),0) — [@B,x) et

det : (¥9%,K),x) — (R*, x) sont des mor-
phismes de groupes.

a. C'est-a-dire (-1)1@ ou I(0) est le nombre d’in-
versions de ¢ ou encore (-1)V si o s'écrit comme pro-
duit (composée) de N transpositions.

Propriété 7 :Image du neutre et du symé-

frique par un morphisme de
groupes

Si f:(G,x) — (G,«) est un morphisme de
groupes, alors f(eg) = eq et pour tout x € G,
f (sym(x)) = sym(f (x)).

Remarque

R11- En notation multiplicative

fla)=(rw)

En nofation additive : f(—x) = —f(x).

On peut avoir un mix des deux : par
exemple, si c’est additif au départ
et multiplicatif a I'arrivée, ¢a devient
fE0=fe)™

Propriété 8 : Image d’une itérée

En notation multiplicative, Si
f : (G,*) — (G',s) est un morphisme de
groupes, pour tout x € G ef pour fout k € Z,

f(xF) = faok,

Propriété 9 : Composée de morphismes

Sif:(G,*x)— (G,e)etg:(G,*)—(G",A) sont
des morphismes de groupes, alors go f en
est encore un.

VERSION DU 28 A00T 2023

H Noyau et image

Définition 6 :Image et noyau d’un mor-

phisme

Soit f: (G, %) — (G',+) un morphisme de
groupes.
s On appelle noyau de f I'ensemble

Ker f =

Ainsi, x e Ker f < f(x) = eg'.
» On appelle image de f I'ensemble

Imf =

Ainsi, yeIm f < 3x€G, y=f(x).

Exemple

R,+) — (U,
El6— f: ( ) (.0 x)
1

— e

Propriété 10 : Caractérisations de l'injecti-

vité et de la surjectivité

Soit f : (G,*) — (G',») un morphisme de

groupe.
m [ est injectif si et seulement si
Ker f = {eg}.

m [ estsurjectif siet seulement silm f =G'.

Remarque

R12 - Ainsi, f est injective si ef seulement si
f) =eg(=fleg) = x=eg!

Exemple

E17 - La fonction f de I'exemple précédent
est donc non injective car Ker f = 2n7Z # {0}.
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Propriété 11 : Images directe et réciproque
d’un sous-groupe

Soit f : (G,*) — (G',») un morphisme de
groupes.

() Si H est un sous-groupe de (G, ), alors
f(H) est un sous-groupe de (G, )

(i Si H' est un sous-groupe de (G,e),
fEV(H') est un sous-groupe de (G, x).

Corollaire 4: Cas particulier du noyau et
de I'image

Soit f : (G,*) — (G',») un morphisme de
groupes.

Alors Ker f est un sous-groupe de (G, x) et
Im f est un sous-groupe de (G, »).

Exemple
R,+) — (C7,
Ela- f: (R,+) (. x)
0 — el
Cr, — (C7,
E19- f: (€%, %) (€%, %)
z — Z"

Isomorphismes
Propriété 12 :Réciproque d’'un isomor-
phisme

Soit f:(G,*) — (G, +) un isomorphisme de
groupes.

Alors f~1 est un isomorphisme du groupe
(G', ) sur le groupe (G, x).

Remarque

R13 - « Etre isomorphe & » est une relation
d’équivalence sur l'ensemble  des
groupes.

[E] 3w
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m ANNEAUX ET CORPS

Il Anneaux (MP2l)

Définition 7 : Distributivité

Soit E un ensemble et x et T deux lois de
composition inferne sur E, on dit que % est
distributive sur T lorsque V (x, y, 2) € E3,

xx(yT2)=(x*xy)T(x*2z),

(YT2)*kx=(y*xx)T (2% X).

Définition 8 : Anneau

On dit que (4, +, x) est un anneau lorsque

() (A,+) est un groupe abélien. L'élément
neutre est noté 04.

(i) x est une loi de compoaosition interne as-
sociative admettant un élément neutre
appelé unité de A, noté 1,.

(i) x est distributive sur +.

Lorsque, de plus, x est commutative, on
dit que (4, +, x) est un anneau commutatif.

Exemple

E20— (Z,+,%), (Q+%x), @R+x), (C+x),
(CP,+,x) et (RP,+,x) (avec D # 2),
(€N, +,x) et (RN, +,x) sont des anneaux
commutatifs.

E21 - (,(R),+,x) et (4,(C),+,x) sont des an-
neaux non commurtatifs si n > 2.

Remarque
R14 - 04 est absorbant :
VaeA, ax04=04xa=04g.
Eneffet,04=ax(04+04) = ax04+ax0,4 doNnc
ax04=04. ldem & droite.

R15— Si 14 = 04, alors pour tout a € A,
a=axlya=ax0,4=0,4, doNC A={04}.

R16 — Si A # {01}, alors 04 N'est pas inversible
(pour x).

R17 — Pourtout a,be A, —ab=(-a)xb=ax (-b).

STRUCTURES ALGEBRIQUES - PAGE 6 SUR 13


https://mpi.lecontedelisle.re

J. Larochette

E Groupe des inversibles
(MP2I)

Soit (4, +, x) un anneau.

a € A est dit inversible si et seulement s’l
est symétrisable pour x.

Son symétrique est appelé inverse de a,
noté a~!.

Onnote U, ou U(A) ou A* I'ensemble des
inversibles de A.

Remarque

R18 — On parle parfois d'unités de A, d’ou la
notation...

Exemple

E22— Ug=

E23 - Uy =

E24 — Ugn =

E25— Ugp =

E26 — Uy, k) =

Propriété 13 : Groupe des inversibles

Si (A, +,x) anneau, alors (Ua,x) est un
groupe appelé groupe des inversibles de A.

Calculs dans un anneau
(MP2I)

Propriété 14

Soit (A, +, x) un anneau. Soient a,b € A et
nelN.
m Siaxb=bxa,

(ab)" =a"b".

s Formule du binébme de Newton : Si
axb=>bxa,

(a+b)" =

VERSION DU 28 A00T 2023

m Factorisation® de a"—b" : Siaxb=bxa

a®-p" =

m Somme géométrique : En particulier,
pour fouf xe A;

n—1
la—x"=1a-x0)x Yy xF
k=0

a. parfois appelée formule de Bernoulli

Remarque

R19 — Si a et b ne commutent pas,

(ab)" = abab---ab
(a+b)?=da’+ab+ba+b*

(a+b)® =a®+a*b+aba+ba®+ ab® + bab+ b*a+ b®

efc.

ﬂ Corps (MP2I)

Définition 10 : Corps

Soit K un ensemble, +, x deux lois de com-
position internes sur IK. On dit que (KK, +, x) est
un corps lorsque

m (K, +, x) est un anneau commutatif.

m K\ {0g} est non vide et tous ses

éléments sont inversibles (c’est-a-dire
K # {0k} et Uk = K* =K\ {0k}.)
ou, de maniére équivalente,

n (K, +) est un groupe abélien,

m (K\ {0k}, x) est un groupe,

m x est commutative et distributive sur +.

Exemple

E27 - R, Q, C munis des lois + et x sont des
corps, mais pas Z.
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H Intégrité (MP2I) H Anneau produit (MPI)
Définition 11 : Anneau intégre Propriété 18 : Anneau produit
Un anneau (A, +, x) est dit intégre si Soit (A, +, %) et (B,®,®) des annequx.
m A est commutatif, Pour tout (a,b) et (a',b") dans A x B, on
m A#{0y} Cc'est-O-dire 14 #04, pose
= A n‘admet aucun diviseur de zéro, ‘
c’est-a-dire (a,b)+(a',b') = (atd’ beb)

(a,b) x (a',b') = (axd ,be D)
Va,be A, axb=04=a=040ub=04k.

Alors (A x B,+, x) @ une structure d’anneau.
Si, de plus, les lois x et ® sont commuta-
tives, alors x |'est.

Exemple
E28 - R,Z,C,Q sont des anneaux intégres. RN
et plus généralement RP avec D conte- Remarque
nant au moins deux éléments ne le sont
pas. R20 - Cela se généralise a un
nombre d’anneaux quelconque

(A1,+,x),...,(A,,,+,x) avec pour tout
1 () (» (p)

(X1,...,Xp) €t (y1,...,yp) AANS Ay x -+ x Ap,

Xlyeos Xp) + Voo V) = | X1 + V1,00, X +
Eboor 2 Ao i) (1(1)y1 p(p)y”)

- — (xl,...,xp)+(y1,...,yp)=(xlg)yl,...,xp(x)yp)
Propriété 15 : Généralisation b

Soit (A,+,x) un anneaqu intégre, ne IN* et
(a1,...,a,) € A",
Si pour tout k € [1,n], ar # 0a, alors

ay % xan#0, Propriété 19 : Inversion dans un anneau

produit

Si (A,+,x) et (B, +,x) sont deux anneaus,
alors Upxp = Uz x Up.

o ) " De plus, si (a,b) € Uaxp, alors
Propriété 16 : Régularité dans un anneau (a,b)"! = (a1, b7Y),

intégre

Soit (A, +, x) un anneau intégre.
Tout élément non nul de A est régulier (ie

e Sous-anneau et sous-corps
simplifiable) pour x

(MP2I)

Définition 12 : Sous-anneau

Soit (4, +, x) un anneau. On dit que B est

Propriété 17 : Intégrité d’un corps un sous-anneau de (A4, +, x) lorsque

Tout corps est un anneau commutatif in- J S

tégre. La réciproque est fausse. = Important : 1,€ 5
m (B, +p, x|p2) €st un anneau.
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Remarque

R21 — Une partie peut avoir une structure d’an-
neau pour les lois induites sans avoir la
méme unité (ce n’est pas un sous-anneau
au sens de la définition précédente. )
C’est le cas trivialement de {04},

Exemple

E29 — Soit, dans l'anneau des mao-
trices 2 x 2, I'ensemble B des
matrices (49) pour a € K. Alors
(B,+,x) est un anneau d’unité
(60) # L.

Propriété 20 : Caractérisation des sous-

annedaux

B est un sous-anneau de (A, +,x) si et
seulement si

Bc A
(B,+) est un sous-groupe de (A, +)
B eststable par x : Yx,yeB, xxy€B

1,€B

ou, de maniére équivalente,

BcA
14€B

Vx,yeB, x+y€B, —xeB et xxyeB
ou encore

BcA
1,€B

Vx,yeB, x—yeB et xxy€eB

Exemple

E30 — Anneau des entiers de GauB : Z[i] = Z+iZ
est un sous-anneau de (C, +, x).

E31—- J,7(K) est un sous-anneau de
(‘/ﬂn(K))J’-)X)

E32 - L'ensemble #(R) des fonctions bornées
est un sous-anneau de (RR, +, x).

VERSION DU 28 A00T 2023

Définition 13 : Sous-corps

Soit (K, +, x) un corps. On dit que (I, +, x)
est un sous-corps de (KK, +, x) lorsque L c K et
(L, +Ipz, x|2) est un corps.

Propriété 21 : Caractérisation des sous-

corps
(L, +, x) est un sous-corps de (K, +, x) si et
seulement si
LcK
(I, +) est un sous-groupe de (KK, +)

(L\ {0}, x) estun sous-groupe de

K\ {0k}, x)
ou, de maniére équivalente,

LcK
L\ogl#9 (kel)
Vx,yelL, x—yel

Vx,yeL\{0k}, xy el

H Morphismes d’anneaux
(MP2I)

Définition 14 : Morphisme d’anneaux

Soient (4, +, x) et (A',®,®) deux anneaux.
f:(A+x) — (A,8,8) est un morphisme
d’anneaux si et seulement si
() Y(a,b)e A%, f(a+Db)=f(a)e® f(b)
(e f: (A+) — (A,e) morphisme de
groupes)
(i) Y(a,b)e A%, flaxb)=f(a)® f(b)
(i) fAx=1a
On parle aussi, d’endomorphisme,

d’isomorphisme et  d’automorphisme
d’anneaux.

Kerf = fCV ({04 ={ac Al f(a) =04} estle
noyau de f.

Imf = f(A)={f(x), xe A} est 'image de f.
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Remarque

R22- Comme on a en particulier un mor-
phisme de groupes additifs, on peut ufili-
ser les propriétés de ceux-ci :

[ | f(OA) = OAM

m Pourtout ae A, f(-a)=—f(a),

m [ est injective si et seulement si
Ker f =1{04}.

R23 - En général, Kerf n’est pas un sous-
anneau de A. C’est un sous-groupe addi-
fif stable par multiplication... Nous les étu-
dions juste aprés!

Exemple

R[X] — C
E33- f: }
p —  P(i)

Propriété 22 : des morphismes d’anneaux

Soit f : (A+,x) — (B,®,®) est un mor-
phisme d’anneaux.

() Si a estinversible dans A, alors f(a) I'est
dans B et f(a™) = (f(@) "

@ Si f est un isomorphisme alors
f': (Be® — (A+x) est aussi un
isomorphisme d’anneau.

(i Si- g : (B,®,® — (C,+,%x) est qussi
un morphisme d’‘anneau, alors
gof:(A+, x)— (C,+, x) I'est encore.

Définition 15 : Morphisme de corps

Soient (K, +, x) et (K', ®,®) deux corps.

f: X, + x) — (K',,&) est un morphisme
de corps si et seulement s'il s’agit d’un mor-
phisme d’anneaux.

Remarque

R24 — Avec (i) et (ii), f (1) = (f (1k))* et comme
K’ est integre, f(1k) vaut 1 ou Ok. Sl
vaut 0 et si (i) est vérifiee, alors f = 0.

[E] 3w
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Exemple

E34 — idg, z— z sont des automorphismes (invo-
lutifs) du corps C.

E35 — Tout morphisme de corps est injectif.

m IDEAL D’UN ANNEAU COMMU-

TATIF (MPI)

II Généralités

Définition 16 : Idéal

Soit (A, +,x) un anneau commutatif et
I c A On dit que I est un idéal de (4, +, x)
lorsque

()
(i)

Remarque

R25 — Finalement, I est un idéal de (A4, +,x)
lorsque
m0p€el
mVxyel x-yel
m VaeA Vxel, axel.
Comme —-14€ A, on peut se contenter de
m0p€l
mVxyel x+yel
m VYaeA Vxel, axel.

Exemple
E36 — 27 est un idéal de (Z,+, x).

E37 - L'ensemble des suites bornées est un
idéal de I'anneau des suites bornées.

Remarque

R26 — Si un idéal contient I'unité 1,4 ou plus gé-
néralement un élément inversible, il est
égal &
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Propriété 23 : Idéaux triviaux

Soit (A, +, x) un anneau commutatif, {04}
et A sont des idéeaux (friviaux) de (A, +, x).

Ce sont les seuls idéaux si de plus (A, +, x)
est un corps.

Propriété 24 : Noyau d’un morphisme d’an-

neaux

Soit f: (A+,%x) — (A',®,®) un morphisme
d’‘anneaux. Alors Kerf est un idéal de
(A, +,%).

Remarque

R27 — Im f est un sous-anneau de (A', &, ®).

En général, Ker A n"est pas un sous-anneau
de (A, +, x).

Exercice 4
Montrer que si f: (A, +,x) — (A, ®,®) est un
morphisme d’anneaux :
m L'image réciproque d’un sous-anneau
de A’ est un sous-anneau de A.
m L'image directe d'un sous-anneau de A
est un sous-anneau de A’
m L'image réciprogque d’un idéal de A’ par
f estunidéal de A.
m L'image directe d'unidéal de A par f est
un idéal de f(A).

E Somme et
d’idéaux

intersection

Soit (4, +, x) un anneau commutatif.

Propriété 25:Somme et intersection

d’idéaux
Soient I, ] des idéaux de A. On note
I+]={x+y xelLye]}

() I1+] estunidéal.
Il s’agit du plus petit idéal de A (au sens
de I'inclusion) contenant les idéaux I et
Jf

(i InJ estunidéal.
Il s’agit du plus grand idéal de A (au
sens de l'inclusion) confenu dans les
ideaux I et J.

VERSION DU 28 A00T 2023

Remarque

R28 — Ce résultat s'étend facilement & une
somme et une intersection d’un nombre
fini quelconque d’idéaux de A.

Idéal principal

Soit (4, +, x) un anneau commutatif.

Propriété 26 :ldéal engendré par un élé-

ment
Soit x € A. On note

(x)=xA=

C’estunidéal de A, appelé idéal engen-
dré par x.

Remarque

R29 — C’est aussi le plus petit idéal contenant
x, et donc l'intersection de tous les idéaux
contenant x par unicité du plus petit élé-
ment,

Cette notion se généralise & plus d’un élé-
ment, un peu comme avec les Vect en al-
gébre linéaire.

Ainsi, I'idéal engendré par un nombre
quelconque d’élément est I'ensemble
des combinaisons linéaires (finies) de ces
éléments, & coefficients dans A.

Définition 17 : Idéal et anneau principal

m Toutidéal de laforme (x) (donc engen-
dré par un seul élément) est dit princi-
pal.

s Un anneau commutatif est dit princi-
pal lorsque

0
(if)

Théoréme 1 : Principalité de Z

L'anneau 7. est principal.
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Remarque

R30 - Les idéaux de Z sont donc principaux,
c’est-a-dire engendré par un élément.
Tous les générateurs sont associés.

Donc, guitte & choisir un générateur positif
(ou nul), on a de plus unicité de celui-ci.

ﬂ Divisibilité dans un anneau in-

tegre
Soit (4, +, x) un anneau commutatif intégre.

Définition 18 : Divisibilité

Soient a,b e A.

On dit que b divise a ou que a est multiple
de b lorsqu’il existe g € A tel que a = bg. On
note bja.

a et b sont dit associés lorsque alb et ba.
Propriété 27 : Caractérisation avec les

idéaux

Soient a,be A.

b divise a si et seulement si a € bA si et
seulement si aA c bA.

Remarque

R31 - Soif encore ssi tous les multiples de a sont
des multiples de b.

Propriété 28

Soient a,b e A.
a et b sont associés si et seulement si
aA = bB si ef seulement si

Exemple

E38 — Dans Z, a, b sont associés si et seulement
Si

Dans un anneau (commutatif integre) principal,
on définit les PGCD et PPCM de deux éléments a, b
de la maniére suivante :

m on appelle PGCD de a et b fout d € A qui en-
gendre l'idéal (a) + (b) = {au+ bv,u, v € A} ie tel
que (a) + (b) = (d).

mon appelle PPCM de a et b
fout m € A qui engendre lidéal
(a) N (b) = {multiples communes & a et & b} ie
tel que (a) N (b) = (m).

[E] 3w
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On vérifie alors facilement, que ces sont des plus
grand diviseur commun et plus petit multiple com-
mun au sens de la division ce qui permet aussi de
retrouver la définition vu en MP2I dans Z.

Un avantage de cette définition du PGCD est de
donner directement la relation de Bézout.

m LA STRUCTURE D’ALGEBRE

(MPI)

Il Algébre et sous-algébre

Définition 19 : Structure d’algébre

On dit que («, +, x,-) est une K-algeébre
lorsque
m (,+,) est une K-espace vectoriel,
m (o, +,x) €st un anneau,
m Pseudo-associativité
V1ieK, Vx yed,

Axxy)=QA-x)xy=xx(1-y).

Exemple

E39 - (C,+,x,)) est une R-algébre et une C-
algébre.

E40 - (K%, +,x,-) est une K-algébre.

E41 - (KN, +, x,-) est une K-algébre.

E42 - (K[X],+, x,-) est une K-algebre.,

E43 - (K(X),+, x,-) est une K-algebre.

E44- Si E est un IK-espace vectoriel,
(£L(E),+,0,") est une K-algebre.

E45—- Si n € IN*, (4,K),+, x,) est une K-
algebre.

On a aussi une notion de sous-algébre : c’est si-
multanément un sous-espace vectoriel et un sous-
anneau, donc stable par combinaisons linéaires et
par produit et contenant I'unité.

Propriété 29 : Caractérisation des sous-

algébres

Soit («f,+,x,-) est une K-algébre. % est
une sous-algébre de (<, +, x,-) lorsque

(
(in
(iif)
V)
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Exemple
E46 — K[X]
E47 — ¢F(1,K)

E48 — L'ensemble des suites convergentes

E49 — L'ensemble K[x] des fonctions polyno-
miales

Lintérét principal des algebres est de pouvoir
évaluer un polynéme & cceefficients dans K en un
élément d’une K-algébre :

Définition 20 : Polyndbme en un élément

d’une algébre

SiP=ay+a X+--+a,X"eK[X] et xeo, 0N
pose

P(x) =

Aftention d ne pas oublier I'unité de ¢ !

E Morphismes d’algébres

Définition 21 : Morphisme d’algébre

Soit (o, +,%,), (B,+,%,) et f:d4 — %B.
On dit que f est un morphisme d’algébres
lorsque

() f estlinéaire ie
(ii)
(i)

Exemple
ES0— Si X # o, « une K-algébre, a € X,
X — o
Ug:
f — fla

KiX] — Kix]
ES1— f: i}
p — P

K — /46K
E52— f:
x — (x

Propriété 30

Soit (o, +, x,-) une IK-algebre et x € o .

o KX] — o
Alors I'application f :
P — P(x)

est un morphisme de K-algébres.

Remarque

R32 — En particulier, deux polyndmes en x € «f
commutent toujours.

m COMPLEMENT : SOus-

GROUPES DE (IR, +)

Théoréeme 2 : Hors-Programme

Soit G est un sous-groupe de (R, +).
Alors G est soit dense dans R, soit discret
(de la forme aZ.).

Exercice 5
1. Traiter le cas ou G = {0}.
2. On suppose dorénavant que G # {0}.

(a) Montrer que GnR} est non vide. En
déduire que GnR; admet une borne
inférieure. On note a cette borne infé-
rieure.

(b) Onsuppose dans cette question que
a=0.
Montrer que pour tout § > 0, il existe
xe Gtelque 0<x<6. En déduire que
G est dense dans R.

(c) Onsuppose dans cette question que
a>0.

i. Montrer qu’il existe x € G tel que
a < x < 2a. En déduire que x = a,
puis que aZ c G.

ii. Soit réciproquement x € G. Mon-
frer que I'on peut frouver g € Z tel
que ga<x<(g+1a.

En déduire que x = ga.

ii. Conclure.
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