Extrait du programme officiel :

Séries numériques

CONTENUS CAPACITES & COMMENTAIRES
a) Séries &valeurs-dans-un-espace-normé-de-dimension-finie
Sommes partielles. Convergence, divergence. La série de tferme général u, est notée Y u,.
Somme et restes d’une série convergente. En cas de convergence, notation Jf Up.
n=0

Linéarité de la somme.

Le terme général d’une série convergente tend vers 0.
Lien suite-série, séries télescopiques.

Série absolument convergente.

Une série absolument convergente d-€léments—dun—espace
vectorielnormmé-de-dimension-finie est convergente.

Divergence grossiére.

Le critéere de Cauchy est hors programme.

b) Compléments sur les séries numériques

Technique de comparaison série-intégrale.

Regle de d’Alembert.

Sommation des relations de comparaison : domination, négli-
geabilité, équivalence, dans les cas convergent et divergent.

Les étudiants doivent savoir utiliser la comparaison série-intégrale
pour établir des convergences et des divergences de séries, es-
fimer des sommes partielles de séries divergentes ou des restes
de séries convergentes, nofamment dans le cas d’une fonction
monotone.

La suite de référence est de signe constant & partir d'un certain
rang. Cas particulier : théoréme de Cesaro (pour une limite finie
ou infinie).
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Dans tout le chapitre, K désigne R ou C.

“ GENERALITES SUR LES SERIES (MP2I)

Il Sommes partielles, convergence, divergence, somme

Définition 1 : Série, convergence

Soit (1) new € KN une suite.
Etudier la série de terme général u,,, notée ) u,, c’est étudier la suite (S,) e OU

n
Sp= Zuk:u0+u1+--~+un€]K.
k=0

S» est appelée somme partielle d’ordre n de la série ) u,,.
Z u, est dite convergente lorsque (S,,),, converge, divergente sinon.

SERIES NUMERIQUES - PAGE 2 SUR 19


https://mpi.lecontedelisle.re

J. Larochette VERSION DU 27 AOUT 2023

Lorsqu’elle est convergente, on appelle somme de la série ) u, le nombre

Zun— lim S, = lim Zuk

n—+oo n**OO

Remarque

R1 - Enlever un nombre fini de termes & S,, ne change pas sa convergence.

n
Autrement dit, si I est fini, Y u, et ) u,sont de méme nature. En effet, si S, = Y upetz,= Y upet
nelN nelN\I k=0 kefo,n]\1

+00
si n>maxl, Sp=Z,+ ) un. Lorsqu’elles sont convergentes,ona Y up= Y up+ Y un.
nel n=0 nelN\T nel

R2 - Une série peut n'étre définie que pour n > ny, et onnote ) u, la série dans ce cas.
n=ng
R3 — Une série n"est rien d’autre qu’une suite. Tous les résultats sur les suites s’appliquent donc.

Cependant, en général, c’est en étudiant son terme général u;, (et non les sommes partielles) qu’on déduit
des propriétés de la série.

+00
R4 - Ne pas confondre la série Y u, (qui n‘est pas une somme!) et le nombre (lorsqu’il existe) > uy, € K (qui
n=0
s’appelle somme de la série et qui n’est pas une somme ! C’est une limite...)

Propriété 1 : Séries géométriques

Si g€ K, la série dite géométrique Y_q" converge si et seulement si |q| < 1.

+00 1
Lorsque c’estle cas, Y q" = —.

n=0 I-¢g

Exemple : Série harmonique alternée

(_l)n—l

E1- ). est convergente de somme In2.
n—1 (_l)p n—1 1n-1 1 1—(—1’)” 1 (_t)n
Sn=). =) (- 1)”] Pdr= Z nPde= f —dtzan—f dt
p=0 p+1 p=0 0 1+¢ o 1+t
puis
1 n 1
ISn—1n2|<f "dr=—— —0.
0 n+1

Autre preuve possible : appliquer I'inégalité de Taylor-Lagrange a la fonction ¢+— In(1 + 1) sur [0,1].

Propriété 2 : Série exponentielle complexe

+00 Zk

Pour tout ze C, e* = —.
= k!

Démonstration

f est de classe € sur [0,1], pour tout n, £ (0) = 2.
L'inégalité de Taylor-Lagrange nous dit alors que pour fout ¢ € [0,1],

n ,k
_Zz_<

k:0

n _mk
Fm-Y %f(knm ez (‘f(nﬂ)(t)‘

k=0

(”+1)'te[0 1
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Or,si € [0,11, |fD(0)] = |2+1et2| = |2+1 et Re@ < |7]1+1e!Re@ < 12+ max (1,672 = |21 M(2) (indépendant de

1.
n Zk |Z|n+1
Donc |e*- ) — 0.
=2 Bl P
+00 Zk
Z — —
Donce?= )’ —

k=0

E Correspondance suite et séries
On a déja vu qu’étudier la série de terme général u,,, c’est étudier la suite (Sp) ey des sommes partielles. On a alors

(avec S_1=0)
VnelN, u,=8,-Sn-1

Inversement, une suite (v,) ey Peut-elle étre vue comme suite de sommes partielles d’une série de terme général

up?
Vo = Ug Uy = 1g
V1 =ug+ul uy=v1—1
— Uy =12 — U1

V2 =ug+uy+up

Up =VUp—Up-1

UVp=upg+uy+---+up
Propriété 3 : Série télescopique
Etudier la suite (vy,),, ¢ est étudier la série Z(vn -v,_1) (en posant v_; =0) appelée série télescopique.

Démonstration

n
Sn=Y Wk—Vk_1)=Vn—V_1="n.
k=0
Corollaire 1
Soit (v,), € KN, La suite (vy,) et la série Z(Vnﬂ —v,) ont méme nature et, si elles sont convergentes,

+00
Y Wns1—vp) = lim v, —vp.
=0 n—+oo

Démonstration

n
Sn= Z (Vk+1 = Vk) = Vn+1— Vo,
k=0

et calcul de la somme.

Exercice 1: Nature de la série )
n>1 M+
111
nn+1) n n+l

o ) . 1 L
La série est télescopique, S;, =1— e donc la série est convergente, de somme 1.
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Exercice 2:Naturede ) In
n>1

1)
1+—|.
n
ln(1+l) zlnn—H =In(n+1)-Inn
n n

La série est télescopique, S, =In(n+1) -0 — +oco donc la série diverge.

Remarque

R5 - Dans la pratique, il est trés rare qu’on prouve la convergence en calculant les sommes partielles et qu’on
puisse calculer explicitement la somme de la série.

Les séries géométriques et télescopiques en sont de rares exemples.

Espace vectoriel des termes généraux de séries convergentes

Propriété 4 : Combinaison linéaire de termes généraux de séries convergentes

Siles séries Y u, et ) v, convergent, et si Ae K, alors »_(u,+ Av,) converge et

+00 +00 +00o
Y Un+Av) =) upn+1)_ vp
n=0 n=0 n=0

Démonstration
n n n
Su=Y un.Zn= vpalors Y (up+Avp)=Sy+AZ,. u
k=0 k=0 k=0
Remarque

R6— Si ) u, converge et ) v, diverge, alors ) (u, + v,) diverge.
R7 - Si ) uy, et v, divergent, alors on ne peut rien dire de ) (u, + vp).
R8— Si Z v, diverge ef 1€ KK, Z(A vy) diverge si et seulement si A #0.

Propriété 5 : Convergence des séries & fermes complexes

Si’ )" un est une série & termes complexe, elle converge si et seulement si les séries )" Reu, et Y Tmu,
convergent, et on a alors

+0o +00 +00
Y up=) Reup+i) Jmu,
n=0 n=0 n=0

Remarque
R9 — Lorsqu’il y a convergence,
+00 +00
iﬂe(z un) =" Re(up)
n=0 n=0
et

+00 +00
Cim( y un) =Y Im(up).
n=0 n=0
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ﬂ Condition nécessaire de convergence, divergence grossiére

Propriété 6 : Divergence grossiére

Si u, /0, alors _ u, diverge.
On parle de divergence grossiére.

/\ Laréciproque est fausse !
Si u, — 0, ON NE PEUT RIEN DIRE sur la convergence de Z Up.

Démonstration

un=Sn—Sp—1., donc si (S,) converge, u, — 0.

|
Contre-exemple : si uy, = % Hy=)Y P série harmonique.
k=1

. 1 1 .
U — 0 Mais Hoy, — Hy > > donc )_ — diverge.
n
On verra plus tard que Hy, ~Inn. [ |

E Reste d’une série convergente

Définition 2 : Reste d’une série convergente

+00
Soit ) u, une série convergente et S= ) u,.
n=0
On appelle reste d’ordre n de la série ) _u, le nombre R, = S-S, quin’a un sens que si la série converge.

Propriété 7 : Reste sous forme de limite

Avec les mémes hypothéses,

N +00
> ug ~ o= N U
Pomrprinl —+oo k=n+1
Démonstration
N +00
SN—=Sn—S-Su=Rylorsque N—+coet Y ur— Y uplorsque N— +oo n
k=n+1 k=n+1

Exemple : Série géométrique

qn+1
E2— Si|g|<1, Ry = -

Propriété 8 : Le reste converge vers 0

Soit Z u, une série convergente et R,, son reste d’ordre n, alors R, —— 0.
n—oo

SERIES NUMERIQUES - PAGE 6 SUR 19


https://mpi.lecontedelisle.re

J. Larochette VERSION DU 27 AOUT 2023

Démonstration

Ry=S-Sn.

H Un critére simple pour des séries & termes positifs

Propriété 9 : Convergence d’une série a termes positifs

n
Soit (uy) suite réelle positive, S, = Y_ uy. Alors
k=0

() (Sy) est croissante.
(i (Sp) a une limite finie ou +oo.
(iify >_ un converge si et seulement si (S,) est majorée.

Démonstration

Sn+1—Sn=up+1 20.

Séries alternées

Théoréme 1 : Spécial sur cerfaines Séries Alternées (TSSA)

Si u=(un), estune suite réelle telle que
H1 u décroissante
H2 u,—0
alors Z (-1)"u, est convergente.
De plus, si on note v, = (-1)"uy,,
m Lasomme S a le méme signe que son premier terme uvy.
m Pour tout ne N, le reste d’ordre n, R,,, a le méme signe que son premier terme v, et vérifie

IRyl < Upt1l = Upsa.

Tous les résultats restent valables pour une série de la forme Z =2 g,

Démonstration

On vérifie que les suites (Sy5,) et (S2,41) sont adjacentes.

0< up—u; =S; <Sdonc S abien le méme signe que uy.

Puis, pour tout n € IN, S2;+1 < S < S2p+2 < S20. AONC S2pp41 =825 = —U2p+1 < Rojy 010 < Ropp1 < U242 = S2nv2—S2n+1.
ce qui permet bien de conclure que pour tfout ne N, |R,| < |vp+1l = up+1 €F Que R, ale méme signe que vy41.

Exemple

E3- )

(=n"
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Exercice 3: CCINP 8
Soit (up) ey Une suite décroissante positive de limite nulle.

1. (a) Démontrer que la série Y (1) u; est convergente.

n
Indication : on pourra considérer (S2,) ey €t (S2n+1) ey AVEC Sp= Y. -1k U
k=0

(b) Donner une majoration de la valeur absolue du reste de la série ) -1 uy.
(_1)1’! e~ nx

2. Etudier la convergence pour x € R fixé de la série Y
n

n>1

1. (a) Soit neN.
B Sopi2—Son = Uzni2 — Uap+1 <0, AONC (S2,) e €T décroissante.
B De méme Sy,,43 - San+1 =0, AONC (S25+1) nelN €ST Croissante.
B Sop—Sop+1 = Uzp+1 — 0.
On en déduit que les suites (San)new €F (S2n+1)new SONT adjacentes, donc elles convergent vers une
méme limite.
Comme (S21) el €F (S2n+1) e recouvrent I'ensemble des termes de la suite (Sp) e, ON en déduit que
la suite (Sp) e CONverge aussi vers cette limite, ce qui signifie que la série Z(—l)kuk converge.

+00
() Lereste Ry= Y (~DFuy vérifie VnelN, Ryl < ups1.

k=n+1
2. Soit xe R.
. (_l)ne—nx e—nx (_l)ne—nx . .
m Six<0,alors =—— oo, donc ) — diverge grossierement.
e—nx (_l)l’l e—nx
m Six>0,alors ( ) est décroissante et de limite nulle, donc d’aprés 1.(a), ¥ ———— converge.
nelN n>1 n
. (_l)l’l e—nx
Remarque : pour x >0, on a aussi convergence absolue de Yy ——.
n>1 n
B 5 (_l)ne—nx nx . (_l)ne—nx 1
En effet, pour tout réel x>0, n — = 0 donc, au voisinage de +oo, | —— | =0 = |-
—+00 n

m CONVERGENCE ABSOLUE, SERIES A TERMES REELS POSITIFS (MP2I)

I'.l Comparaisons de termes généraux réels positifs

Les résultats de cetfte partie sont valables pour des séries & terme général réel positif. Cependant, I'étude étant
asymptotique, ils s’appliquent plus généralement pour des séries a ferme général positif & partir d’un certain rang.

Dansle cas ou le terme général, est de signe constant (& partir d’un certain rang), on se raméne a un ferme général
positif quitte & étudier ) (—uy) si le signe est négatif.

Théoréeme 2 : Comparaison des séries & termes réels positifs - cas de convergence

Soient (uy) et (v,) deux suites a termes réels positifs.
S’} v, convergeet sil'une des hypothéses suivantes est vérifiée :

mu, =0y, mu, =0(vy), B OPCT Uy < Vp, WUy, ~ Uy

alors ) u, converge.

Démonstration

Dans le premier cas,onange N et Me Rt tel que Vn > ng, un < Muy,.

Si S, et £, désignent respectivement les sommes partielles de Zun et Z vy, alors, fout étant positif,
Sn < Spy + M(Z,—Zp,) & partir du rang ny. Comme ) v, converge, (£,) est majorée donc (S,) majorée donc ) uy
converge.

Les trois autres cas sont des cas particuliers du premier.

SERIES NUMERIQUES - PAGE 8 SUR 19


https://mpi.lecontedelisle.re

J. Larochette VERSION DU 27 AOUT 2023

Corollaire 2 : Comparaison des séries a termes positifs — cas de divergence

Soient (uy) et (v,) deux suites a termes positifs.
Si ) uy, diverge et sil’'une des hypothéses suivantes est vérifiée :

mu, =0y, mu, =0(vy), m QOCr uy < Uy, WUy, ~ Uy

alors Y v, diverge.

Démonstration

Contraposée du théoreme.

Exemple
1 N . 1 L. , . . -
E4— ) —5n converge car a fermes positifs et pour tout n > 1, o < on tferme général d’une série (géométrique)
n n
convergente.
1 . . 1 1 1 1 _ , .
E5— Y — converge car a termes positifs et pour fout n > 1, = ~ =—- terme général d’une série
n2 n2 nn+l) n n+l
< . +00 1 7.[2
(télescopique) convergente. (On peut montrer que Pl )
n=0"
E6— ZL diverge car a terme positif et sin>1,0< 1 < i.
n n - vn

Propriété 10 : Cas de I'’équivalence

Soient (u,) et (v,) deux suites & termes réels positifs telles que u,, ~ v,,.
Alors ) u, et v, sont de méme nature.

Démonstration

Symétrie de I’équivalence.

Remarque

R10 - Aftention, pour les autres relations de comparaisons, ce n’est pas une équivalence! Si u, = O (vy) et Y up
converge, on ne peut rien dire de ) v, en général.

Exemple

1 1 n n
E7- — = o,y —3 converge mais Y 1diverge.

R11— Plus généralement, pour des séries réelles, il suffit que I'une des deux soit de signe constant & partir d'un
certain rang, I’autre aura alors le méme signe par équivalence et le résultat reste vrai.

Exemple

1, N e 1 1 . , s , .
E8— ) - diverge car & termes positifs P ln(l +—)= In(n+1) —Inn terme général d’une série (télescopique) diver-

gente.

1 1 1 N " N ‘ 1
E9 - Zsin—2 converge car sin— ~ — donc & termes positifs & partir d’un certain rang et Z—z convergente.
n n n n
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1 1
sin — converge et ) sin — diverge.

E Convergence absolue

Définition 3 : Convergence absolue

Une série ) u, & valeur dans K est dite absolument convergente lorsque la série & termes réels positifs
Y luplconverge.

Théoréme 3 : convergence absolue — convergence

Si )" u, converge absolument (donc si y_|u,| converge), alors 3" u, converge.
La réciproque est fausse.

Démonstration

m Cas ol K=1R:On écrit u, = u}, — u,, avec

+ Up Si upy =0 _ —Up Siup <0

Uy, = . et u, = .
0 sinon. 0 sinon.

Comme 0< ujy < lupl et 0< uy, <lunl, Y u;, et Y u;, convergent.

Donc, par linéarité, Y u, = (u;, - uy,) converge.

m Cas complexe : ) Reu, et ) Imu, convergent absolument car [Reuyl < lugl € [Imuyl < lusl donc

convergent.
(-D"
n

Pour la réciproque fausse, Y est convergente mais elle ne converge pas absolument. [ |

Remarque

R12 - Lorsqu’une série est convergenfe mais n‘est pas absolument convergente, on dit qu’elle est semi-
convergente.

Propriété 11 : Inégalité triangulaire

Si Z u, est absolument convergente,

+00

D un

n=0

+00
n=0
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fg Méthode 1 : Utilisation de la comparaison pour des séries quelconques

On compare |uy| & une suite (v,) a termes réels positifs (au moins & partir d’un certain rang), terme général
d’une série convergente.

Dire que u;, = o (vy) OU que u;, =0 (vy,), c’'est dire que |uyl =o(vy) Ou que |uy| =0 (vy).

Si lunl =0 (vp) OU O (vy) OU < vy APCT, OU ~ vy, alors la série Y u, est absolument convergente donc convergente.

Pas de cas de divergence car il y a des séries semi-convergentes.

Exercice 4 : CCINP 46
On considére la série : )  cos (n\/ n+n+ 1).
n=1

1

- .4 T N Py , Py .
1. Prouver que, au voisinage de +co, nVn2+n+1=nn+ 5 +a—+0 2) ou «a est un réel que I'on déterminera.
n n

2. En déduire que ) cos(n\/ n?+n+ 1] converge.
n>1

3. ) cos (n\/ n?+n+ 1) converge-t-elle absolument ?
n>1

1 1
1. avn2+n+ =nmy 1+ —+—.
n o on
L 1 1 1(1 1 1
Or,ouv0|S|nogede+oo,\/1+—+—=1+—(—+—)——+O
n n? 2\n n?2) 8n?

1 1 3 1
—|=1+—+—+0|—=].
nd 2n  8n nd
1

- T 371
Donc, au voisinage de +oco, nVn2+n+1= nn+5+§—+0(—2).
n n

2. Onpose Yne IN*, v, =cos(n\/ n2+n+l).

N 3 1 3 1
D'apres 1., v, :cos(mr+ g + §%+O(ﬁ)) = (—1)”+lsin(§% +O(?))

3 -1 n+l1 1
Donc vn:—n( ) +O(—).
8 n n?

1

Or ) converge (d’apres le critére spécial des séries altemnées) et >~ O( 2) converge absolument
n>1 N n>1 \I
donc converge (par critére de domination), donc »_ v, converge.
n>1

(_1)n+1

3. D’apres le développement asymptotique du 2., on a |vy,| ol 2—2.

Or Y = diverge (série harmonique), donc ) vyl diverge, c’est-a-dire ¥ v, ne converge pas absolument.
n
n>1 n>1 nzl

Critere de d’Alembert (MPI)

Propriété 12 : Critére de d’Alembert
Soit (uy) suite a termes réels strictement positifs tel que

u
2l L pe 0, +oo).
Un

m Si¢>1,) u, diverge grossieérement.
m Si¢<1,) u, converge.
m Si /=1, on ne peut rien dire en général (cas douteux).

SERIES NUMERIQUES - PAGE 11 SUR 19



[
+
HTTPS://MPI.LECONTEDELISLE.RE j

LYyCEE LECONTE DE LISLE — LA REUNION

Démonstration

Up+1

m Si />1, & partir d'un certain rang, >1= % avec ) 1 divergente donc il y a divergence (grossiére). (En
fait, u, — +oo!)

Un+1

mSi¢<letl<qg<1,apartirdun certain rang N, < g donc up < q" Nuy avec Y q" convergente. Donc,
n
comme tout est positif, par comparaison, Y u, converge.

) . ) L. 1 1
m Si ¢>1, on ne peut rien dire en général. Exemple : ) - et) —.
n

Exercice 5: CCINP 6
Soit (un) ey Une suite de réels strictement positifs et ¢ un réel positif sirictement inférieur a 1.

< A u 2.
1. Démontrer que si lim —*L = ¢, alors la série > un converge.
n—+oo up

n q P a e AT . u a q
Indication : écrire, judicieusement, la définition de nhT L ¢, puis majorer, pour n assez grand, u, par le
—+00 up
terme général d’une suite géométrique.
At n!
2. Quelle est la nature de la série ) —?
nn
n>1
1. Comme ¢ <1, soit g€l4,1].
R o ) u u n-l 4 _ ) u
Comme u, — ¢ < q, & partir d'un cerfain rang N, =21 < g donc —* = [ =L < 4"V puis u, < =X " avec
Up UN =N Uk q

)" q" convergente car g €]0,1[. Donc, comme fout est positif, par comparaison, Y u, converge.
n!
2. Onpose VneIN*, u;, = P >0. On a alors

n 1

_o—nIn(l+1) _ e’"(ﬁ“’(%)) —e 1O 1

Up+1 N

VnelN*, =
Up (n+1)"

<l1.

Donc Y u, converge.

ﬂ Comparaison série-intégrale

ﬂ Comparaison et caractérisation de convergence
Si f:R* — R décroit et est continue par morceaux alors
k+1
VkelN, flk+1)< i fde< fk)
On a alors
n n n
vnelN, f fde+fn) < ), f(k)gf(0)+f f(nde
0 k=0 0

et
n

fde
1

n+1 n
f fndr< Zf(k)<f
p k:p
si f est continue par morceaux sur [p -1, n].
Remarque

R13 — Il est interdit d’apprendre ces formules par coeur. Le plus important est de savoir les retrouver sur un dessin.
R14 — On peut aussi faire une comparaison série-intégrale dans le cas d’une fonction croissante.
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Propriété 13 : Convergence de série vs. convergence d’intégrale

Si f:R* — R décroissante, positive et continue par morceaux alors ) f(n) converge si et seulement si
n
( f f dt) converge.
0 n

Démonstration

n
(f f dt) converge si et seulement si elle est majorée si et seulement si S;, est majorée si et seulementsi ) f(n)
0 n
converge car ces suites sont croissantes.

Remarque
+oo n
R15— En cas de convergence, si on note f fode= limf f(nydt, on aen outre
0 0

+00 +00

+00
fnde< ) fm) < f0)+ A f(ndz.
n=0

H Séries de Riemann

Théoréme 4 : Séries de Riemann

Soit a € R. .
) — converge < a>1
na

Démonstration

Si a <0, il y a divergence grossiere.
Sia>0,a#1,

1 % 1-al\nae-l
a une limite finie si et seulement si a > 1. Comme r— e est positive, décroissante, et continue, on obtient le résultat.

fis zax 1
Pour a =1, cela a déja été vu et se retrouve avec f P df=Inn— +oo.
1

Remarque

1
R16— Onpose poura>1,{(@)= ) —.
nelN*
{ est appelée fonction ¢ de Riemann.

@ Méthode 2: Régle du n®u,
Soit Y uy, une série & termes réels positifs.

on q A 1
m S'il existe a > 1 tel que (n%uy,) est bornée (par exemple n%u, — 0), alors u, =O (—a) donc Z u, converge.
n
s 1 .
m S'il existe a <1 tel que n%u,; — +oo, alors —; =0(un) donc Zun diverge.
n

o ¢ . .
m S'il existe a, ¢ e R} tels que u;, ~ — . alors > up converge si ef seulement si a > 1.
n
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Exemple

cosn B - 1 1
E10— up=—5—. E12— uy,=e""" oUBeR. E14— up=nln|1+=|-cos—.

" n Jn
_ Arctann Inn

ENl- yy=— E13— uy = our feR.
" Tl n="f Pourp

Exercice 6 : CCINP 7

1. Soient (u;) ey ©t (vn) v deux suites de nombres réels positifs.
On suppose que (un) ey e (vn) ey sont non nulles & partir d’un certain rang.
Montrer que :
Un r2 vn = Y un et ) v, sont de méme nature.

(=pm +i)lnnsin(l)
2. Etudier la convergence de la série ) L

n>2 (Vn 3_1)

Remarque : i désigne le nombre complexe de carré égal & -1.

1. Ona =2 1<2,donc & partid’un rang N, 1 <2,donc 0< uy, <2vp.
Vp N—+o0 Un

Alors, par comparaison de séries & termes positifs, si Y v, converge, Y u, converge.
Par symétrie de la relation d’équivalence, on a aussi que si Y u, converge, Y v, converge.
1
(D™ +1i) lnnsin(—)

1
\/ilnnsin(—)
21
n L Alors |uy| = LI \/_Snn:vn.
(Vn+3-1) (Vn+3-1) oo 3
_ V2Inn

3 A - 5
En prenant 1 <a < 7 onan%v, = —; P — 0. On en déduit que ) v, converge par comparaison d’une
ni—a n—+oo

série d tfermes positifs & une série de Riemann convergente.

2. Soit n=2? On pose u, =

D’aprés 1., Z |lup| converge, donc Z u, converge absolument.
n>2 n>2

De plus, la suite (un),>, est & valeurs dans €, donc ) u, converge.
n>2

Séries de Bertrand (HP mais classique)

:! Méthode 3 : Séries de Bertrand
Il s’agit des séries de ferme général m >0 avec a, € R. Hors programme, mais trés classique.

Intuitivement, le terme en In n"a pas une grande influence, donc le comportement correspond & celui d'une
série de Riemann, sauf dans le cas limite ou a = 1, dans lequel le terme en In peut permettre d’accélérer la conver-
gence du terme général vers 0 et rendre la série convergente & condition que > 1.

On montre donc que la série converge si ef seulement sija>10u (a=1et f>1). ‘

m Sia<0ousia=0et <0,y adivergence grossiere.

m Sia <1 (englobe le cas précédent)
n

1 1 1
——— > — apartird’un certainrang et ) — diverge donc
ainmf " n P get) n J L

n>2 n*(n n)P
diverge.

m Sia>1,avec yell,al, ) et donc par comparaison de termes généraux positifs et la série de

1
n“(lnn)ﬁ _O(ﬁ

. I
Riemann ) = étant convergente, )’
n

——— converge.
n>2 n%(In n)ﬁ

m Si a =1, on obfient la divergence de la série pour g < 1 par comparaison et la convergence de la série pour
B >1 al'aide d’'une comparaison série-intégrale.
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Exercice 7 : CCINP 5

a oun>2etack.

e 2 2 1
1. On consideére la série de terme général u;, = P

(a) Cas a <0 : En utilisant une minoration trés simple de u;,, démontrer que la série diverge.

(b) Cas a >0 : Etudier la nature de la série.
Indication : On pourra utiliser la fonction f définie par f(x) =

i
e—[1+—] |en
2. Déterminer la nature de la série ) 5
n>3 (In(n2+n)

x(nx)@’

n

1

1 .
1. (@) Caoasa<0:0onavVn=2,Vn=>2, u,> Or Z — diverge.

n2*n" = S,n
Donc , par critére de minoration pour les séries & termes positifs, on en déduit que Y u, diverge.
n=2
1 o "
(b) Casa>0:lafonction f:x— e est continue par morceaux, décroissante et positive sur 2, +oco[ donc
n
Y fn) et (f f(x) dx) sont de méme nature.
n>2 2 n
Puisque
n In(n) q¢ In(Inn) —In(In2) Sia=1
[ fdx = f == 1 N7 s .
2 t=lnxJin2 ¢ T (Inm)'~%*—-(@n2)'~%) sinon

n
on peut affrmer que ( f fx) dx) converge < a > 1.
2 n

On en déduit que ) f(n) converge < a>1.

n=2
1\" 1
e—[(l1+—] |en
2. On pose, pour tout entier naturel n>2, u, = —nz
(In(n? + n))
0 1 e 1 1_ 1 1 l—i 1 1
Au voisinage de +co, e— (1 + —) —e—enn(l+3) :e_e”(n oz +o()) _e_gmantoln) _ zi +0(_)|
n n n
On en déduit qu’au voisinage de +oo,
1 n
@B= (1 + —) ~ i.
n) +oo2n
De plus, au voisinage de +oo,
1 1 1
ln(n2+n) :21nn+1n(1+ —) =2lnn+—+o —).
n n n
1 P e 1
Donc In(n? +n) ~ 2Inn. Et comme er ~ 1, 0n en déduit que up ~ - x .
g +00 +00 8 p(Inn)?
Or, d'aprés 1.(b), ). 5 converge.
n>e n(nn)
Donc, par critére d’équivalence pour les séries & termes positifs, > u, converge.

n=2

n Evaluation des sommes partielles et des restes

La comparaison série-intégrale est un bon outil pour évaluer asymptotiguement les sommmes partielles dans le cas
de divergence et les restes dans le cas de convergence.
Aucun résultat théorique au programme, voyons-le sur quelgues exemples.

Exemple : Cas de divergence

E15— Divergence et équivalent des sommes partielles de )’ 0 it prm est décroissante et positive sur
ninn n
n>2
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[2,+ool. SOit avec le wy,, soit : pour tout ne N,

fn 1 dr+ ! < i < ! +fn L dr
2 tint nlnn = klnk ~ 2In2 J» rlnt
donc ;
no1 1 1 1 TS|
—dt+ < < +| ——dt
fz tint ninn kgz klnk ~ 2In2 fz tint
donc .
1 1
In(l —In(In(2)) + < < +In(l —In(In(2
n{in7) =In(n(2)) ninn ch::2 klnk ~ 2In2 n(inz) = In(in(2))
Donc Z — +o0

klk

1
En fait, on a obtenu mieux que cela : Z m ~In(nn).

3, 1
E16 — Trés classique : Méme question pour Hy, = Y % En déduire la sommme de la série harmonique alternée. Par
k=1
comparaison série-intégrale,

1
Inn+—<H,<Inn
n

donc Hy ~Inn.
Puis, si v, = H, —Inn,

Y S e ) ST Y
v —-vp=——-In —|= == —|=— =
mH I n] n+l n n?) nn+1) n?
ferme général d'une série convergente, donc v, = H, —Inn—y € R ou y est appelé constante d’Euler.

Hy=Inn+y+o(1)

. ~1 n+1
Cela permet de retrouver le fait que ) % converge vers In2.

n
E17 - Equivalentde ) k% ol a>o0.
k=0

Remarque

R17 - Plus généralement avec une fonction décroissante et continue par morceaux, si Y f(n) diverge et f(n) — 0,
n ~ F(n) ou F primitive de f.

Exemple : Cas de convergence

noq ) ) . =P ] . .
E18— Onpose S, = ) 2 et on cherche une estimation asympfotique de R, = ) = Par comparaison & une
k=1 k=n+1
intégrale,
1 1 N+l 1 V| N 11
- = Z — < —dt=—-—
n+l N+1 Jum1 L= [ 2 n N
puis en faisant N — +oo
1 1
SRp<—
n+1 n

1 L. +00 1 .
et R, ~ — (convergence lente.) Pour une précision de 1072 dans le calcul de S= — . il faut prendre n = 100.
n n=0"

1‘_
1=

o 1 , 1 ) ) .
En considérant S, + —, on obtient une convergence en = Cette fois n =10 suffit! On parle de technique
n n

Peut-on faire mieux? Oui! On a aussi

1
Ry-=|<

I S S
nl>n n+l nn+l)  n2’

Sn+

'3_

d’accélération de convergence.
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Remarque

R18 — Plus généralement avec une fonction décroissante et continue par morceaux, si ) f(n) converge de reste

o0 n
R,,,I:f f(ode et In:f f(odt,
0 0
I-Int1 <Ry <I-1Iy

ce qui permet d’avoir une estimation asymptotique de R;,.

m FORMULE DE STRILING (MP2I)

n!~ \/ﬁ(g)n

Démonstration

m Premiére étape : On montre que n! ~ K(n/e)"\/n avec K > 0.
n!
(nle)" /n'

Y (nups1—-Inuy) =Y In % converge. Or
n

Soit u, = L'idée est de démontrer que (Inu,) converge, c’est-G-dire que la série

Up+1 _ €
up  (1+Yn)nti2

donc
Un+1
Un

In :1—(n+—

o)1 3ol ol

1 i
Comme Y — converge, Inu, — £ € R et u, — e’ = K d'ol le résultat,
n

/2
m Deuxiéme étape : Pour déterminer K, on utilise le résultat classique des intégrales de Wallis : si I, =f sin” rdt,
0

. PR . . 7 . 7 N
alors (n+2)I,42 = (n+1)I,4+1, PUis (I;) décroit, puis I;+1 ~ I, PUis (n+1)I 1541 = Bl puis I, ~ > donc by ~ ——
n

2vn
et
Lo ent Kn@2n)?"e™?"V2n _ n
T gnp2 2 T 2anK2plne-2nn | Kyan
. VT 7 .
d'ol — ~ —— puis K ~ 27 donc K = /2.
2yn Kv2n

Corollaire 3 : Développement asymptotique de In(n!)

On en déduit un déeveloppement asymptofique de In(n!) :

1 In(2
ln(n!)=nlnn—n+¥+ )

o(l)

Démonstration

n!
In| ————|—0

a2
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m SOMMATION DES RELATIONS COMPARAISON (MPI)

Il Cas de divergence

Théoréme 6 : Sommation dans le cas de divergence

Soient ue KN, v une suite réelle positive. On suppose que ¥ v, diverge.
n n
Onnote S,=) uretZ,=) v
k=0 k=0
() Siuy,=0(y), alors S,=0(Z,).

(i Si up=o0(vy),alors S, =0(Z,).

(iify Si up ~ vy, alors S, ~Z,.

Remarque

R19 — C’est encore valable si v, > 0 seulement & partir d’un certain rang.

Démonstration

C’est le méme principe que pour le théoreme de Césaro. Comme %, — +00, ON O Un rang Ny & partir duquel
2n>0.
() Ona MeR* etunrang N tel que sin> N, luyl < My,
Sin=N, Syl <ISNI+MEp-2nN) <ISyl+MZ,.
Or 2, — +oco, donc onaunrang N’ tel que sin> N, Syl < Zp.
Ainsi, pour n > max(N,N'), |Sul < (M+1)Z, et S, =0 ().

(i) Soit e>0. On aunrang N & partir duguel |up| < §vy.
Sin>N, ISl <ISNI+§ En—ZN) <ISNI+ 520,

. ISul ~ ISNI | &
Si n}max(N,No), Z_Z < Z—n‘i’z

Et enfin %\fl — 0 donc on a unrang N’ & partir duguel %‘1" &
Donc, si n > max(N, Ny, N'), ISyl < e, et S =0(Zn).

n
(i) Si up ~ vy Qlors wy =uy—vy=o0(vy). SOt Tp=S, -2, = Z wi =0 (Zy) par (ii).
k=0
Donc S, ~Z,.

Exemple

. nooq 1 1
E19 — Equivalent de — en utilisant u, = vVn+l1-vn up = — ~ —
kgl k ! T Vnrl+vn 2vn
. n 1 n
divergente,donc Y —~2) up=2vVn+1-0~2yn.
k=1Vk =0
Se frouve aussi par comparaison série-intégrale.

terme général positif d’une série

. s ) . 1 L .
E20 - Redémontrerle théoreme de Césaro. Siuy,, — e K et v, = o Y ug. On veut montrer que v, — ¢ soit v, —€ =0 (1).
k=1

n
Or up—¢ =0(1) et 1 est un terme général positif de série divergente. Donc Y (ux-¢) =0
k=1

n
Y 1) =o(n) soit encore,
k=1
en divisant par n, v, - ¢ =0(1).
n
Si up e RN — +00, oNn pose S, = Y ug. Alors 1 =o(uy). avec, au moins & partir d’un certain rang u, >0, donc,
k=1
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) . . . ISl .
par sommation des relations de comparaison dans le cas de divergence, n = 0(S,,) donc —= — +oo, PUis
n

[Snl N I . o S
Sp=nx —= — +oo donc & partir d’un certain rang S, >0 et ainsi v, = 2 too.
n n

De méme ou en changeant u, en —uy, Si uy — —oo, v, — —oco.

E Cas de convergence

Théoréme 7 : Sommation dans le cas de convergence

Soient ue KN, v une suite réelle positive. On suppose que ¥ v, converge.

+00 +00
On note, sous réserve d’existence, R,, = Z u et p, = Z V.
k=n+1 k=n+1

() Siup=0(vy). alors ¥ u, converge et R, =0 (pn).
(i) Si un=o0(vy), alors ¥ u, converge et R, =o0(py).

(ziify Si up ~ vy, alors Y. u, converge et R, ~ py.

Remarque
R20 — C’est encore valable si v, > 0 seulement & partir d’un certain rang.

Démonstration
() Ona MeR* etunrang N tel que sin> N, |luyl < My, et ¥ u, est absolument convergente donc convergente.

p p p
Yo oup|< Y |ug| <M Y v Puis, en faisant p — +oo, [Rul < Mp, donc Ry, =0 (pn).

k=n+1 k=n+1 k=n+1

(i) Soit e>0. On aunrang N a partir duquel |uy,| < evy, et ¥ u, est absolument convergente donc convergente.

Avec le méme calcul en remplagant M par e, sin> N, [R,| < epp dONC Ry =o0(py).

Sin,p>N,

(i) Si up ~ vy alors |luyl ~ vy et Y uy, est absolument convergente donc convergente.

+00
Wn = up—vp=0(vy) donc Y wy, converge et Y (up—vg) =o(pn).

k=n+1
p p p +oo
Oorsipzn, Y (u-vp= Y up— Y vidonc,enfaisant p—+oo, Y (ur—vg)=Rn-pn=0(pn)etdonc
k=n+1 k=n+1 k=n+1 k=n+1

Rn ~Pn:
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