Suites numériques (MP21)

Soit K=R ou C.

Une suite peut étre vue comme une fa-
mile (un)nenw € KN ou comme une application
nelN— u, e, c'est équivalent,

— K

On peut alors noter OU (Un)new OU

n — uy

(un)n OU (1) MAIS PAS u), 111,

ﬂ CAS DES SUITES REELLES

II Limites

» Une suite (u,) € RN est dite convergente
vers ¢ € R si et seulement si

Ve>0, ANeN, Vun>N, |u,-¢|<e.

= On dit que (u,), € RN diverge vers +oo
lorsque

VAeR, ANeN, Va>N, u,>A
ou de maniére équivalente
VA>0, ANelN, Vn>N, u,=>A

On note alors u;, — +oo.

= On dit que (u,), € RN diverge vers -
lorsque —u;, — +oo SOit

VBeR, ANeNN, Vn>N, u,<B
ou de maniere équivalente
VB0, ANeN, Vn>N, u,<B

On note alors u;, — —oo.

E Limites et ordre

Propriété 1: Passage des inégalités a la limite

Siu,ve RN tellesque u—¢ecR et v—¢'eR et
si & partir d’un certain rang u, < vy, alors ¢ < ¢',

Si on suppose & partir d’'un certain rang
u, < v,, linégalité devient large a la limite :
</l

Propriété 2

SiueRN tel que u, — ¢ €R et acR, alors
m Si¢>a, & partird’un cerfain rang u, > a.
m Si¢ < a, & partird’un certain rang u, < a.

Théoréme 1 : Limite par encadrement

(" Si u,v,we RN et (i) Siu,veRN telles
¢ eXR fels que que
B V— +00
m QpPCru, = v,
alors u — +oo.

mv—/
mw—/
B QPCrv, < U, < Wy

alors u—¢. @iy Siu,weRN telles

que

B W— —00

m OPCr u, < wy
alors u— —oo.

Opérations sur les limites

Propriété 3
Soient u,ve RN,

() SireR et u,— eR, alors Au, — AL.
(i Si u—0 et v bornée, alors uv — 0.

Propriété 4 : Limite de somme et produit

Siu—t1eRetv—t,eR, 1R, alors lorsque
ces opérations sont bien définies,

mut+tv—>01+40, muv— 010,

Propriété 5 : Limite d’'inverse

) =t IS . Vs ,
m Siu,—¢elR, alors & partir d’'un certain

|
1 - si¢ finie
rang, u, 20 et — —< ¢

Un 0 sinon

m Siu, — 0 et dpartird’un certain rang u,, >0,

1
alors — — +oo.
Un

m Siu, —0etdpartird’un certain rang u, <0,

1
alors — — —oo.
Un
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Propriété 6: Convergence des suites géomé-
triques réelles

Soit ge R.

mSig=1q"—1.

m Silgl<1, q"—o.

m Sig>1,q"— +oo.

m Sig<-1,(g") n‘apasde limite. Si g < -1, la
suite n’est ni majorée, ni minorée.

m LES SUITES MONOTONES

Il Théoréme de la limite mono-
tone

Théoreme 2 : Théoreme de la limite monotone

Soit u e RN une suite croissante (respective-
ment décroissante).

() Si u est majorée (respectivement minorée)

alors u converge vers supu, (respective-
nelN
ment inf uy,).
nelN

(i Si u n’est pas majorée (resp. minorée), alors
u— +oo (respectivement u — —oo).

Corollaire 1

Si u est une suite croissante majorée (res-
pectivement décroissanfe minorée), alors
vnelN, u,<limu (respectivement u, >limu).

De plus, les inégalités sont strictes en cas de
stricte monotonie.

E Suites adjacentes

Définition 2 : Suites adjacentes

Soient u,ve RN, u et v sont adjacentes si
m |'une est croissante,

m |'autre est décroissante,

mv—u—~0.

Propriété 7

Si u,v sont adjacentes avec u croissante,
alors u et v convergent vers une méme limite
leRetVnelN, u,</?<v,, lesinégalités étant
strictes si u et v ont strictement monotones.
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m CRITERES SEQUENTIELS

Il Caractérisation séquentielle
des bornes inférieure et supé-
rieure

Propriété 8 : Caractérisation séquentielle des

bornes inférieure et supérieure

Soit A partie non vide R, a, e R.

VxeA x<a
a=SupA<—

Jane AN, ay—a

VxeA x>
p=infA —= Sl

El(an)nEA]Nv a,— P

E Caractérisation séquentielle
de la densité

Définition 3 : Partie dense dans R

Une partie A non vide de R est dite dense
dans R lorsque pour tout x,y € R tel que x < y,
ANlx, y[# 9.

Propriété 9 : Caractérisation séquentielle de la
densité

Soit A une partie de R. A est dense dans R
si et seulement si fout réel est limite d’une suite
d’éléments de A.

Corollaire 2: Cas des réels et des décimaux

() Tout réel est limite d’une suite de rationnels
ef d’une suite d’irrationnels.

(in D est dense dans R.

SUITES NUMERIQUES (MP2I) - PAGE 2 SUR 5


https://mpi.lecontedelisle.re

J. Larochette VERSION DU 23 SEPTEMBRE 2023

N

Méthode 1 : Etude générique de suite ré-

m EXTENSION AUX SUITES COM-  curente

m On commence en général par faire un dessin,
PLEXES et par voir quelles propriétés vérifient directe-
ment la suite.

Notation 1 : Parties réelle et imaginaire, conju-

gué, module d’une suite complexe

Soit z = (z,) € CN. On note Re(z) = Re(z,)) € RN,
Jm(z) = Gm(zy) € RY, Z2= (z,) e RY, |2] = (Iz,) e RN,

Parfois, les choses se voient clairement sur la
formule de récurrence : ne pas se précipiter
sur la méthode ci-dessous !

Ensuite, les premiéres choses a cibler sont les
intervalles stables par f : I tel que f(I) < I.

Alors, par récurrence, si A partir d'un cer-
fain rang uy, € 1, la suite est bien définie et
VYn=ng, upel.

Vu la propriété précédente, bien souvent,
I'une des bornes de l'infervalle sera un point
fixe de f. (Il faut donc chercher les points
fixes!)

On pose en général g(x) = f(x)—x : les points
fixes de f sont les zéros de g.

Il faut aussi s’assurer que la suite est bien défi-

_ -
Propriété 10 . o R .
P m Ensuite, on s’intéresse a la monotonie de f.

Soit (z,) e C" et ¢ € C. * La monotonie de la suite peut se trou-
ver directement en remarquant que
Upt1 — Un = f(un) —un = gluy) il est donc
primordial de connaitre le signe de g.

* Si f est croissante sur I stable par f et
Uny €1, QlOrs (un) >, €5t Monotone.

(Si tny < upg+1. i€ g(uny) =0, pourtout ne N,

Définition 4 : Convergence de suite complexe

Une suite (z,) € C est dite convergente vers
? e Csi et seulement si |z, - ¢| — 0, c’est-G-dire

Ve>0, ANeN, Vu>N, |z,—¥¢|<c.

2y — ¥ <—=%Rez, —Relet Imz, > Im/l

Définition 5

Une suite (z,,) € CN est dite bornée si et seule-
ment s'il existe Me R* telque VneNN, |z, <M.

Propriété 11 : Suites géométriques complexes un = 777 (ung) = £ (Ung41) = Uns1.)

Soit g€ C. * Si f est décroissante sur I stable par f
m S g=1,qg"—1. et up, €1, alors (ngn)n>n70 et (u2n+1)n>m
S |a|<1. 4" —o0. . _ sont monotones, de monotonie contraire.
m Silq|>1, (¢™) n'est pas bomnee et donc di- Elles sont en fait solution de v,.1 = fo f(vn)
verge. avec fo f croissante.
m Si|q|=1et g#1, (") diverge en étant bor- Lorsqu’elles convergent vers une méme
née. limite (c’est-a-dire qgu’elles sont adja-
centes), alors (u,) converge vers cette
limite. Notons que les points fixes de f sont
des points fixes de fo f (mais la réciproque
est fausse en général.)

Up = fn7n0 (uno) < fn7n0 (un0+1) =Up+1

et si up, > upy+1, ie g(un,) < 0, pour tout
nelN,

m SUITES RECURRENTES

Il Cas général E Cas d’une fonction contrac-

Le but est d’étudier les suites récurrentes réelles d’ordre fante

1 générales: VnelN, u,+1=f(uy) avec f:D— R.
Définition 6 : Fonction contractante

Propriété 12 Une fonction f est dite contractante sur un
intfervalle I si et seulement si on a k <1 tel que
vx,x' eI, |fx)-fx)|<k|x-x|.

Si up, — ¢ €D etsif est continue en ¢, alors
f) =2 (¢ est un point fixe de f).

Cela se traduit graphiquement par le fait que les
pentes des cordes ne sont « pas frop élevées ».
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S Exemple
Méthode 2 : Cas d’une fonction contrac- Inn< n< nlnn < n2.
tante
Cela est intéressant si I est stable par f. Si c’est
le cas, si ¢ € I point fixe de f (on peut montrer qu’il
existe et est nécessairement unique). si yg € I stable
par f,alorsVnelN, upbeletvnelN,

Propriété 14

Uu~v<—=>u=v+0(v)
lun— €)= |fun-1) - fFO)| <klup—1 -1 < <k"ug— €] =0
Donc directement u;, — ¢, on a méme une conver-

gence exponentielle. E PfOpI’iéféS

On peut parfois conclure rapidement gréce al'inéga-
lité des accroissements finis :

Propriété 15 : Propriétés de o et O

Soient u,v,w,a,b € KN, v,w,b ne s‘annulant
Théoréme 3 : Inégalité des accroissements finis pas a partir d'un certain rang. et a, p € K.
S a #0, u = o) = u = o(v) et
u=0@v)=u=0().

Soit f:I—R. On suppose que
H1 f est continue sur I

» o (i u=o(l) = u—0etu=0Q1) < u bornée.
H2 f est dérivable sur I
N o (i Siu=o0(v) ou u~v, alors u=0 () etla réci-
H3 OnakeR* felquevVxel, |f'(1)|<k. e =
Alors f est k-lipschifzienne : (V) Transitivite

V.1 €labl, \f(x)—f(x')|<k|x—x'|. u=o(v)etv=o(w) =>u=o(w)

u=0Wetv=0w) =u=0w)

m RELATIONS DE COMPARAISON (v) Combinaison linéaire

u=o(w)etv=o(w) = au+pfrv=o(w)

n Définition u=0w)etv=0w)= au+pv=0w)

Définition 7 : Relations de comparaison (vi) Produif

Siu, ve KN et si v, n’estjamais nul & partird’un u=o(v) eta=o(b) = ua=o(vb)
certain rang, on dit que

m u est dominée par v et on note u = O (v) u=0() eta=0(b) = ua=0(vb)

lorsque (?) est bornée.
mu est négrlligneable devonfu v et on note
0@ el < [ClRel U_Z -0 Soient u,v,w,a,b € KN, v,w,b ne s’annulant
m u est équivalente & v et on note u ~ v pas a partir d’un certain rang.
lorsque l:—: — 1,s0itencore u-v =o(v), c'est- () ~ est une relation d’équivalence.
a-dire u=v+o(v). (i Siu~vetv—r¢eRouC, alors u—¥¢.

(i) u—¢(#£0)=u~¢.
(iv) Si u~ v, alors & partir d’un certain rang, u,

Propriété 13 : Croissances comparées des - )
et v, sont de méme signe.

suites usuelles

q u v

(v) Siu~veta~b, alors ua~vb et — ~ "
a

(Vi) Siu~vetaceR fixé, (u,>0etv,>0s a¢N,
nonnuls siaeZ™), u® ~ v<.

Sia>0,6>0,g>1,
InPn<n®<q"<nl<n"

i < l < L < i < 1 . (Vii) Si Uy ~ Uy ef () eXTfCTCTffCG, u(p(n) = U(p(n).
n* nl  g" n%® Infpn
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Equivalents usuels

Propriété 17 : Formule de Stirling

n n
n'~vV2gnn"e ™" = Znn(—)

e

Propriété 18 : Equivalents usuels

Soit a e R* fixé et h,, — 0.

m sinh, ~ hy, m (1+h,)%-1~ah,

m tanh, ~ hy,
2 m Arctanh, ~ hy,
n
B €0Shy=1===8 m Arcsinhy, ~ hy
m In(1+hy) ~ hy m shh, ~h,
mem—1~ hy,
m thh,~h,

ﬂ Exemples de développe-
ments asymptotiques

Définition 8 : Développement asymptotique

On appelle développement asymptotique
de (u,), toute expression de la forme

up=vP +v@ +---+ v +0(v)

ou vW,..,v™ sont des suites telles que
vl > 0@ s o D, c’est-a-dire telles que
Vke[l,r-1], vﬁ,k“) = o(uﬁ,k)).

On dit que le développement asymptotique
est & la précision 7.

? Méthode 3 : Calcul de développement
asymptotique
Chercher un développement asymptotique
d’une suite est souvent délicat. On peut par
exemple essayer de :

1. reconnaditre un développement Iimité « dé-
Quisé »;

2. chercher un équivalent u, ~ v, qQui donne
un = vp +o0(vy), PUS UNn équivalent de la diffé-
rence u,—uvy, ~ wy quidonne u, = v+ wp+0 (wy)
et ainsi de suite;

3. réinjecter le développement partiel dans une

expression du terme général de la suite pour
obtenir le ferme suivant.

MSUITES EXTRAITES, VALEURS

D’ADHERENCE

Définition 9 : Suite extraite

Soit u € KN, On appelle suite extraite ou
sous-suite de u toute suite v € KN telle qu'l
existe ¢ : IN — IN strictement croissante felle que
VnelN, vy=uym.

@ est appelée extractrice.

Lemme 1

Si g est une extractrice, alors¥nelN, ¢(n) > n.

Propriété 19

Si u — ¢, toute suite extraite de u converge
vers ¢.

Définition 10 : Valeur d’adhérence

On appelle valeur d’adhérence de u € KN
foute limite (dans IK) de suite extraite de u.

Propriété 20

Une suite convergente a une unique valeur
d’adhérence.

Corollaire 3

Si une suite a plusieurs valeurs d’adhérence,
elle diverge.

Propriété 21

Si (uzy) et (upn+1) convergent vers une méme
limite, alors u converge vers cette limife.

Théoréme 4 : de Bolzano-WeierstraB dans R ou
Q:‘

Toute suite réelle ou complexe bornée a au
moins une valeur d’adhérence.
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