MP 1 ;
DL 1 - un corrige

Partie 1 - Etude de la série

1. Soit k=2, k2> k(k—1)> 0. Par décroissance de la fonction inverse sur 10,+o00],

et

La série télescopique de terme général

converge.

1
n(n—1)

Avec le critere de comparaison, on en deduit que | la série de terme geneérall — converge.
n

n n 1

1 1
—=14+Y —<1+Y ——=2——,
= 25 S ]

De plus,
P = i k(k—1 n

||M=

En faisant tendre n vers +o0, on obtient :| {(2)<2.

2. Soit nelN. S,=3 & et T,=8,4~=3 — 12
. n . = —_— = —_= _— —.
=0 =

n+l 1

LA | 1
. —S, = —=——->—>0donc (S est croissante (strictement).
n+1 n = k2 k§::l k2 I’l+1)2 ( n)n?l ( )
1

1 1 1 , . .
« T,0—T,= m + 1 =—m <0 donc (T,),s est décroissante (strictement).

1
- T,=S,=——0.

Ainsi Gsn)n>1 et (T,),s1 sont adjacentes et convergent vers une méme Iimi‘re) Avec la question précé-

. 1
dente, cette limite est £(2). Or pour tout neIN*, S, <(2)< T, donc 0< S, —Z(2) < -

Ainsi| S0 <Z(2)< Ty | est un encadrement & 107! preés de (2).

3. La fonction f: t € [1,+00[— = etant décroissante et confinue, par comparaison serie intégrale, on
peut écrire pour k €2, n],
k
k)<f f(r)de
k—1

n n 1 ndt .
1

2
k=2 J k—1 t

puis en sommant

Donc (S,), est majorée et comme la série est A termes positifs, 2—2 converge (et on retrouve
n

f(2)<2).
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2
4. On admet dans cette question que (2) = %. Soit n € IN*. Toujours revenir aux sommes partielles pour

ne pas risquer de considérer des sommes de séries non convergentes.
o1

=« Notons A
" Z (Zk) zzz
La série de terme général ! converge |et vl 15(2)— s
9 (2n)2 9 & 2k2 477 24
N f n 1 2n+1 1 n 1
« Notons B,=> —— ; B, = —— =S A
" kzz:o 2k +1)? tE ke kzz:l (2k) 2t
ez . LED 1 1 2
(B,) converge | comme différence de suites convergentes et| > ——— ={(2)—-{(2)= —.
=1 (2n+1)? 4 8

1)k+l

» Notons C, = Z

n+l 1 3 . —1 n+1
Z' = —2 converge. Parthéoréme de convergence absolue, Z( ) converge.
2n+1 (_1)k+1 n n
C = = _A
antl ,C; k2 kz::o (2k+1 E_] "
VI S
(C,41) converge comme différence de suites convergentes et G, — T RET)

(C,) étant une suite convergente, elle converge vers la limite de chacune de ses suites extraites.

Lo +00 (_1)k+1 nz
Ainsi| C, — =—.
" ,; k2 12

Partie 2 — Calcul par les intégrales de Wallis

3

% TT TT
1.| =] costdt== |et| Jy=| ¢*de==—
. 2 o 24

NE]

2. SoitneN. I,,, = f(f coscos?"tt,

[ . P . ;.
sin et cos?"*! sont de classe 6! sur [0, 5]. En intégrant par parties en dérivant cos?*1,
g

(1—cos?)cos*" =(2n + 1)f (cosZ” _Coszmﬂ))
0

2

. H
I =[sin Cosz"“]g +J (2n+1)sin®cos? =0+ (2n + 1)f
0 0

Il vient I,,, =(2n+1)I,—1I,,,) d'oU

2n—1)(2n—-3)---1 (2n)!

en)2n—2)---2 °° 2 donc

[2nnl 2

3. Soit neN. Avec la question précédente, I, =

4. Soit n> 1. On effectue une premiere intégration par parties

2

In(x):lexcoszn(t)d = cos®( ] —f t2ncoszn1(t)(—sin(t))dt=2nf tsin(t)cos®™ ' (¢)dt
0

0
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puis une seconde intégration par parties :

t2

L(x)=2n 5 sin(t)cos?*(t)

’ —ZnJ 2 %z(cos(t)coszn_l(t)—sinz(t)(Zn —1)cos®2(t))dt.
0 0

Par linéarité,

3 42 H £2
In(x)z—ZnJ Ecoszn(t)dt +2n(2n—1)f E(l—cosz(t)cosz"_z(t))dt
0 0

Avec la définition, ]n(x)zf t?cos®*(¢)dt et
0

In(x) z_n]n(x)"' n(2n - 1)(],1,1(36)—]”(3(?)) = _n]n(x)+ n(2n— I)Jnfl(x)_znzjn(x)"' I’l]n(JC)

On obtient enfin (I,,(x) =n(2n— l)Jnl(x)—anjn(xD

. Avec les deux questions précédentes,

@2n) m 9
T (np 2 =n2n—1J,-1—2n%],.
4"(n—1)Y
En multipliant par M on obtient
2(2n)!
n _ 4"((n—DY 2n(2n-1) _4”((n—1)!)22 2 4" (n—-1)) _4”(n!)2
anz . 202n) 2 T T o T T on—2r YT Teny
T
Ainsi,| K,_;—K,,=—.
ey
, = . . S
. Par télescopage, ;(Kj_l—Kj):Ko—Kn. Avec la question precédente, ;4—]2 =K,—K,.

, -1
Or K, = Jy. En factorisant, gz 2 =h—Ku.
k=1

, . . VI ;. . . . oz oz
. En étudiantla fonction ¢t — 5 sin t—t (enla dérivant deux fois) ou, mieux, par une inégalité de concavité

desin (y = Ex estI’équation de la corde reliant les points d'abscisse 0 et /2 qui se situe sous la courbe

entre ces points), on obtient
Gour fout t e [0, E], t < Zsin t]
2 2
2

. i 2 . i
. Soit t e [0, E]' On a alors 2 < T sin? £. En multipliant par cos®*(¢) >0, t2 cos®™(t) < T sin?(t)cos?"(t).

. L L m (* n [
Par croissance et linéarité de I'intégrale sur [0, 5], f t?cos® tdt < If sin?(t)cos®™(¢)dz.
0

0

2

z z . . s
Orl,—I,,= foz cos?" —cos? 2 = foz cos?"sin?. Ainsi,| 0< J, < Z(I" —I,.4).

2n+1 1 2
Avec la question 2, I,—I,.,=1,— I = I,. On obtient alors| 0< J, <
9 n LT o2 T 2p 2" In 8(n+1)

I,.
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2 (2n)
8(n+1)4n(n!)?

9. Soit neN. Avec la question précédente et la question 3, 0< J, < g

- 4"(n!)y? 4"(n!)? . 3
En multipliant par >0avec K,=——],, onobtient| 0<K, < ———.
P P 2n)! T (2n) In " 16(n+1)
. . ~1 4 (nd n 4
10. Soit neIN. Avec les questions 6 et 3, ; i ZUO_K”) = (ﬂ —Kn) =5 %Kn.
Avec la question précédente et par encadrement,
Ainsi| 30 2 f L ="
_— _—= =S —
2k Sk 6

Partie 3 — Calcul par des polynomes

1. Onremarque que P, =P, (on ne conjugue que les coefficients, bien sir) donc

On a, comme somme de deux polyndbmes de degré 2n+1, que degP, <2n+1. Le terme en X"+ est

X2n+l_ x2n+l o ) 2n+1 ixz2n 2n+1 ( )in

— =0, et parle bindbme, celui en X?" est ) 2( ) ie 2n+1)X?". Donc| degP, =2n
1 i

et| cd(P,)=2n+1.

On peut aussi voir tout cela en utilisant la formule du binbme :

1 ([ (2n+1 ok y2ndl—k T (2n+1 Kk y2n+l—k
P,,:Z(Z L JiEx —Z P (Ve ¢ .

k=0 k=0

Comme les termes d'indice pair s'annulent dans les deux sommes, on obtient alors, en écrivant k =2p+1,

Z_Z 2n+1 2p+1X2n+1—(2p+1)=i 2n+1 (_l)pXZ(n—p)
2p+1 \2p+1 '

ce qui redonne les trois résultats.

2. z estracine de P, si et seulement si (z +1)2"! = (z —i)>**!. Comme i(# 0) n'est pas solution, c'est équi-

2n+1
N Z+1 . z+i kn N T
valent & (—) =1 soit encore (*) ~ —emn oU k €[0,2n]. On peut éliminer k =0 car cela ne donne
Z—1 zZ—1
aucune solution en z. Or
ikm —ikm
. 2ikr e +1 €2+l + e Zntl
K e=(z+i)=er(z—i)<= z=1— =i —— = cotan X
e+ —1 e2n+1 —eZn+l 2n+1

Ly N . km
On en déduit que | P, possede 2n racines : les cotan2n+ ] pour k €[1,2n].

n
. , . . . 2n+1
3. Vu l'expression tfrouvée dans la premiere question, si| Q, = ( )(—1)”X”‘p, alors Q,, e R,[X] et
14

= \2p+1
P,=Q,(X?). On a alors Gean = ) et Gd(Q,,) =2n+ 1)
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2n+1)-2n-2n-1) | n2n—1)2n+1)
6 B 3

. 2 1
Le ccefficient de degré n—1 est —( n3+ )z_(

. . . T \ . . kn
De plus, si z est racine de P,, z? est racine de Q,,. Ainsi, d’aprés la question précédente, les cotan22

n+1
pour k €[1,2n] sont racines de Q,,.
kn n T ) 1 .. . T
< n < —, et cotan®* = — est injective sur ]0,—[ (car
2n+1 2n+1 2 tan? 2

Mais pour k €[1,n], 0< k < n donc 0 <
strictement décroissante).

Cela donne donc n racines deux & deux distinctes d'un polynéme de degré n : on les a toutes.

km
n+1

Les racines de Q,, sont donc les cotan22 pour k €1, n].

n

s
_ 2
4, S, = kélcotan o1

racines réelles et est de degré n). Donc si on note g; ses coefficients,

est la somme des racines de Q,, (qui est scindé dans C et méme dans R carilan

2n+1

dna (%) @n+12n2n-1)

S —_— = =
" dn  2n+1 6(2n+1)
. 1 cos?x 1—sin’x 1
OrS|xe]0,§[,cotan2x= = = =——-1L
tan“ x sin“ x sin“ x sin” x
1 1
Donc 1; ZZZE:'——Tz—izg— ZZEM +n.Donc

k=1 S 3507

5. De simples études de fonctions, ou I'intégration de cost <1< 1+tan? ¢ sur [0, x], oU encore la convexi-
té/concavité et I'équation de la tangente commune en 0 (y = x) permettent d’obtenir

(Vxe]o,%[, sinx<x<tanx]

Avec la question précédente, on a pour tout k €[1, n], comme tout est positif,

, km kr \? , km
< < tan .
2n+1 2n+1 2n+1

sin

1 o km 2n+1)? 1
Comme de plus x — — est décroissante sur R*, on a cotan? <( ) < =
X Sin

= 2 km °
2n+1 km Pt

2n+1P2 1
- <T,.

T
2 2
b k:lk

En sommant, on obfient §,, <

Ainsi,
2 _ n 2
s o n(2n—1) < i<ﬂ22n(n+1) __n .
(2n+1)2 32n+1)2 = k2 32n+1)2 (2n+1)2

Finalement, par encadrement,
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Partie 4 — Calcul par le noyau de Dirichlet

1. Soit ke N et x eR. Avec la formule trigonométrique 2sin(a)cos(b) = sin(a+b)+sin(a—b) = sin(b+a)—sin(b—a),

2k+1)x . (2k—1)x
—sin 7 "

L x
il vient 2sinEcos(kx)=sin

2. Méthode 1 Parrécurrence, x #0[2n] donc sin§ #0.

1 sin((0+3)x
- DO(X)ZEZ (Z(sing) )

sin((n+%)x)'

« Soit neN tel que D,(x)= o oin
2

sin((n+3)x)+2sin % cos((n +1)x)
2siny

Dyy11(x) = Dy(x)+cos((n +1)x) =

sin((n+3) x)+sin 243 —sin UL sin(((n+1)+3) x)

Avec la question précédente, D, ,(x)= = —
2siny 2sin3

sin((n+%)x).

« Ainsi, parrécurrence, | YneNN, D, (x)= —
2sin3

Méthode 2 A I'aide d’'une somme télescopique.

. 2k+1 2k—1 , . .
En sommant la relation 23in§cos(kx)= sin( 5 )x —sin( 5 )X pour k décrivant [1, n], on obtient

apres télescopage et factorisation

n

— _
2sin 5 Zcos(kx) =

k=1

o @2n+Dx . (Dx
in ———— —sin —.

Donc, avec la définition de D,(x),

1mn — — —)=S8mn - —Sim —.
S 2 e 2 S n 2 X S 2

sin((n+3)x)

D'ou| D
n(x)= 2sinz

Méthode 3 Calcul d'une somme géométrique.

Pour tout entier n > 1 et tout réel x Z0[2n], on @ Zcos(kx)z Re( e””‘).

=1 k=1
. l_einx
Avec la formule de Moivre et comme ei* #1, Z ikx Z(e”‘)k elr .
k=1 1-—elx
Or1—el"* =iz (e_i% —ei%)=—21e sin 5t ef 1— el¥ = 21e zgin% 2
itz sin &* n+1)x) sin &%
Ainsi, Z ikx — 2 . Puis, en prenant la partie réelle, Zcos kx)= Cos(( ) ) —Z
sin — 2 sin 5
L. 1 < siny x+231n—cos(m)
D'ou D,(x)==+ » cos(kx)=
2 o~ 2sinix

sm((n+%)x)

. X
2sin 3

Or 2sin %* cos (4% ) =sin(n + 1) x +sin(—3 x), d'oU | D,(x)=
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3. Enintégrant par parties, pour’rou’ren’rierk>1,J xcos(kx)dxz[xsm(kkx)] —f Sm(kkx)dx=0+[coslifx)]
0 0 Jo 0

s _ k_
d'ou f x cos(kx)dx cos(kn) =( D 1.
0

k2 k2

PuisL,=| xD,(x)dx= ad +Zx cos(kx) |dx = fdx +Z x cos(kx)dx par linéarité.
0 o \2 = 0 2 k=1J0

Avec le calcul de la question précédente, | L, =

4>|?~’4

nl n
Z::k_ Z e

.. . X X X . oy 2
4. (a) Auvoisinage de 0, sinx ~ x et — ~ + ~2, donc x — — est prolongeable par continuité en 0
SlI‘lE 3 Slng

en une fonction f en posant

(b) En effectuant un développement limité d'ordre 3 au voisinage de 0

sinx—xcosxzx—x—g—x l—x—2 +0 (x3)=—3+0 (x*)
6 2 x—0 3 x—0 .

3
N X
Ainsi smx—xcosx~?

X X
sm2—7 0s 5
2

(c) f estdérivable sur]o,n] et Vx €]0,7], f'(x)= xC
sin 7
,x X2 x3 4 x
Or on asin® = ~ — et avec la question précédente, f’ (x)~ ——~—.
2 4 24 x2 6
On a donc que f continue en 0, dérivable sur ]0, 7], f'(x)— 0 lorsque x — 0. Par théoreme de la

limite de la dérivée, f est dérivable en 0 et f/(0)=0= lingf’(x).

Comme par ailleurs f est de classe 61 sur o, ], on en déduit queG est de classe 6! sur [0,7] et f/(0)= 0)

sont de classe ¢! sur [0,7]. En intégrant par parties,

" . B cosAx " T cosAX
L (p(x)sm(lx)dx—[—(p(x) 2 L+L o'(x) 7 dx

—¢(7t)cos(7m)+¢(0)+f ¢’(x)COSAxdx.
A A
cosAx

A
5. ¢ et x o 2%

Donc f ¢(x)sin(Ax)dx =
0

J|¢( ey <%f 1’(x)ldx.
0

Puis, par inégalité triangulaire,

0<

> |

lp(ml+lp©] 17 ,
f"‘iﬁ [ (x)|dx <

(|¢ n)|+|¢(0)|+f lp’(x) Idx)

J ¢(x)sin(Ax)dx| <
0

Ainsi fq) x)sin(Ax)dx —— 0.

A—+00
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6. Avec la question 4, f est de ¢! sur[0,7]. Or L, :f xD,(x)dx =f f(X)Sin((l’l-i- %)x)dx.
0 0

1 . ;s
Comme n+ - —— 400, avec la question précédente,
2 n—+oo n—+0o0o

Puis —— = — — . 25,1 S,
k=1 k2 k=1 k2 k=1 k2 k=0 (2k+1)2 k=1 k2 k=1 (k) 2
. m? 1
Donc avec la question 3, Ly, = T —2S 41+ 5sn,
< . , . m? 1 ) m?
Reste a faire n — +o00, ce qui permet d’'obtenir 0= o —2(2)+ 54’(2) etenfin| Z(2)= T
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